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§7. D- a thú.c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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§5. Các t́ınh chất sâu ho.n cu’a d̄i.nh thú.c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
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§1. Không gian vécto. Euclid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188
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Bài tâ.p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254
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LÒ
.
I NÓI D- À̂U

Theo dòng li.ch su.’ , môn D- a. i số tuyến t́ınh kho.’ i d̄à̂u vó.i viê.c gia’ i và biê.n luâ.n

các hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh. Vè̂ sau, d̄ê’ có thê’ hiê’u thấu d̄áo cấu trúc cu’a tâ.p

nghiê.m và d̄iè̂u kiê.n d̄ê’ mô. t hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh có nghiê.m, ngu.̀o.i ta xây

du.. ng nhũ.ng khái niê.m trù.u tu.o.. ng ho.n nhu. không gian vécto. và ánh xa. tuyến t́ınh.

Ngu.̀o.i ta cũng có nhu cà̂u kha’o sát các không gian vó.i nhiè̂u thuô.c t́ınh h̀ınh ho.c

ho.n, trong d̄ó có thê’ d̄o d̄ô. dài cu’a vécto. và góc giũ.a hai vécto.. Xa ho.n, hu.́o.ng

nghiên cú.u này dẫn tó.i bài toán phân loa. i các da.ng toàn phu.o.ng, và tô’ng quát ho.n

phân loa. i các tenxo., du.́o.i tác d̄ô.ng cu’a mô.t nhóm cấu trúc nào d̄ó.

Ngày nay, D- a. i số tuyến t́ınh d̄u.o.. c ú.ng du.ng vào hàng loa.t l̃ınh vu.. c khác nhau,

tù. Gia’ i t́ıch tó.i Hı̀nh ho.c vi phân và Lý thuyết biê’u diẽ̂n nhóm, tù. Co. ho.c, Vâ. t lý

tó.i Kỹ thuâ. t... Vı̀ thế, nó d̄ã tro.’ thành mô.t môn ho.c co. so.’ cho viê.c d̄ào ta.o các

giáo viên trung ho.c, các chuyên gia bâ.c d̄a. i ho.c và trên d̄a. i ho.c thuô.c các chuyên

ngành khoa ho.c co. ba’n và công nghê. trong tất ca’ các tru.̀o.ng d̄a. i ho.c.

D- ã có hàng trăm cuốn sách vè̂ D- a. i số tuyến t́ınh d̄u.o.. c xuất ba’n trên toàn thế

gió.i. Chúng tôi nhâ.n thấy có hai khuynh hu.́o.ng chu’ yếu trong viê.c tr̀ınh bày môn

ho.c này.

Khuynh hu.́o.ng thú. nhất bắt d̄à̂u vó.i các khái niê.m ma trâ.n, d̄i.nh thú.c và hê.

phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh, rò̂i d̄i tó.i các khái niê.m trù.u tu.o.. ng ho.n nhu. không gian

vécto. và ánh xa. tuyến t́ınh. Khuynh hu.́o.ng này dẽ̂ tiếp thu. Nhu.ng nó không cho

phép tr̀ınh bày lý thuyết vè̂ d̄i.nh thú.c và hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh bà̆ng mô.t

ngôn ngũ. cô d̄o.ng và d̄e.p d̄ẽ.

Khuynh hu.́o.ng thú. hai tr̀ınh bày các khái niê.m không gian vécto. và ánh xa.

tuyến t́ınh tru.́o.c, rò̂i áp du.ng vào kha’o sát d̄i.nh thú.c và hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến

t́ınh. U
.
u d̄iê’m cu’a phu.o.ng pháp này là d̄è̂ cao ve’ d̄e. p trong t́ınh nhất quán vè̂ cấu

trúc cu’a các d̄ối tu.o.. ng d̄u.o.. c kha’o sát. Nhu.o.. c d̄iê’m cu’a nó là khi xét t́ınh d̄ô.c lâ.p
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tuyến t́ınh và phu. thuô.c tuyến t́ınh, thâ. t ra ngu.̀o.i ta d̄ã pha’i d̄ối mă. t vó.i viê.c gia’ i

hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh.

Cách tr̀ınh bày nào cũng có cái lý cu’a nó. Theo kinh nghiê.m cu’a chúng tôi th̀ı

nên cho.n cách tr̀ınh bày thú. hai cho các sinh viên có kha’ năng tu. duy trù.u tu.o.. ng

tốt ho.n và có mu. c d̄ı́ch hu.́o.ng tó.i mô. t mă. t bà̆ng kiến thú.c cao ho.n vè̂ toán.

Cuốn sách này d̄u.o.. c chúng tôi biên soa.n nhà̆m mu. c d̄ı́ch làm giáo tr̀ınh và sách

tham kha’o cho sinh viên, sinh viên cao ho.c và nghiên cú.u sinh các ngành khoa ho.c

tu.. nhiên và công nghê. cu’a các tru.̀o.ng d̄a. i ho.c khoa ho.c tu.. nhiên, d̄a. i ho.c su. pha.m

và d̄a. i ho.c kỹ thuâ. t. Cuốn sách d̄u.o.. c viết trên co. so.’ các bài gia’ng vè̂ D- a. i số tuyến

t́ınh cu’a tôi trong nhiè̂u năm cho sinh viên mô.t số khoa cu’a tru.̀o.ng D- a. i ho.c Tô’ng

ho.. p (nay là D- a. i ho.c khoa ho.c Tu.. nhiên) Hà Nô. i và cu’a mô.t số tru.̀o.ng d̄a. i ho.c su.

pha.m. D- ă.c biê.t, tôi d̄ã gia’ng giáo tr̀ınh này trong 3 năm ho.c 1997-1998, 1998-1999,

1999-2000 cho sinh viên các ngành Toán, Co., Lý, Hoá, Sinh, D- i.a chất, Kh́ı tu.o.. ng

thuy’ văn... cu’a Chu.o.ng tr̀ınh d̄ào ta.o Cu.’ nhân khoa ho.c tài năng, D- a. i ho.c khoa

ho.c Tu.. nhiên Hà Nô. i.

Chúng tôi cho.n khuynh hu.́o.ng thú. hai trong hai khuynh hu.́o.ng tr̀ınh bày d̄ã

nói o.’ trên. Tất nhiên, vó.i d̄ôi chút thay d̄ô’i, cuốn sách này có thê’ dùng d̄ê’ gia’ng

D- a. i số tuyến t́ınh theo khuynh hu.́o.ng tr̀ınh bày thú. nhất.

Tu. tu.o.’ ng cấu trúc d̄u.o.. c chúng tôi nhấn ma.nh nhu. mô.t ma.ch ch́ınh cu’a cuốn

sách. Mỗi d̄ối tu.o.. ng d̄è̂u d̄u.o.. c nghiên cú.u trong mối tu.o.ng quan vó.i nhóm các

phép biến d̄ô’i ba’o toàn cấu trúc cu’a d̄ối tu.o.. ng d̄ó: Kha’o sát không gian vécto. gắn

liè̂n vó.i nhóm tuyến t́ınh tô’ng quát GL(n,K), không gian vécto. Euclid và không

gian vécto. Euclid d̄i.nh hu.́o.ng gắn liè̂n vó.i nhóm tru.. c giao O(n) và nhóm tru.. c giao

d̄ă.c biê.t SO(n), không gian Unita gắn liè̂n vó.i nhóm unita U(n)... Kết qua’ phân

loa. i các da.ng toàn phu.o.ng phu. thuô.c căn ba’n vào viê.c quá tr̀ınh phân loa. i d̄u.o.. c

tiến hành du.́o.i tác d̄ô.ng cu’a nhóm nào (tuyến t́ınh tô’ng quát, tru.. c giao...).

Theo kinh nghiê.m, chúng tôi không thê’ gia’ng hết nô. i dung cu’a cuốn sách này

trong mô.t giáo tr̀ınh tiêu chuâ’n vè̂ D- a. i số tuyến t́ınh cho sinh viên các tru.̀o.ng d̄a. i
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ho.c, ngay ca’ d̄ối vó.i sinh viên chuyên ngành toán. Các chu’ d̄è̂ vè̂ da. ng chuâ’n tắc

Jordan cu’a tu.. d̄ò̂ng cấu, da. ng ch́ınh tắc cu’a tu.. d̄ò̂ng cấu tru.. c giao, viê. c d̄u.a d̄ò̂ng

thò.i hai da. ng toàn phu.o.ng vè̂ da. ng ch́ınh tắc, d̄a. i số tenxo., d̄a. i số d̄ối xú.ng và d̄a. i

số ngoài... nên dùng d̄ê’ gia’ng chi tiết cho các sinh viên cao ho. c và nghiên cú.u sinh

các ngành Toán, Co. ho.c và Vâ. t lý.

Chúng tôi cố gắng b̀ınh luâ.n ý ngh̃ıa cu’a các khái niê.m và u.u khuyết d̄iê’m

cu’a các phu.o.ng pháp d̄u.o.. c tr̀ınh bày. Cuối mỗi chu.o.ng d̄è̂u có phà̂n bài tâ.p,

d̄u.o.. c tuyê’n cho.n chu’ yếu tù. cuốn sách nô’i tiếng “Bài tâ.p D- a. i số tuyến t́ınh” cu’a

I. V. Proskuryakov. D- ê’ nắm vũ.ng kiến thú.c, d̄ô. c gia’ nên d̄o.c rất kỹ phà̂n lý thuyết

tru.́o.c khi làm càng nhiè̂u càng tốt các bài tâ.p cuối mỗi chu.o.ng.

Viê.c su.’ du.ng cuốn sách này sẽ d̄ă. c biê.t thuâ.n lo.. i nếu ngu.̀o.i d̄o.c coi nó là phà̂n

mô.t cu’a mô.t bô. sách mà phà̂n hai cu’a nó là cuốn D- a. i số d̄a. i cu.o.ng cu’a cùng tác

gia’ , do Nhà xuất ba’n Giáo du. c Hà Nô. i ấn hành năm 1998 và tái ba’n năm 1999.

Tác gia’ chân thành ca’m o.n Ban d̄iè̂u hành Chu.o.ng tr̀ınh d̄ào ta.o Cu.’ nhân khoa

ho.c tài năng, D- a. i ho.c Khoa ho.c tu.. nhiên Hà Nô. i, d̄ă. c biê.t là Giáo su. D- àm Trung

D- ò̂n và Giáo su. Nguyẽ̂n Duy Tiến, d̄ã ta.o mo. i d̄iè̂u kiê.n thuâ.n lo.. i d̄ê’ tác gia’ gia’ng

da.y cho sinh viên cu’a Chu.o.ng tr̀ınh trong ba năm qua và viết cuốn sách này trên

co. so.’ nhũ.ng bài gia’ng d̄ó.

Tác gia’ mong nhâ.n d̄u.o.. c su.. chı’ giáo cu’a các d̄ô. c gia’ và d̄ò̂ng nghiê.p vè̂ nhũ.ng

thiếu sót khó tránh kho’i cu’a cuốn sách.

Hà Nô. i, 12/1999
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Chu.o.ng 0

KIẾN THÚ
.
C CHUÂ’N BI.

Nhiê.m vu. cu’a chu.o.ng này là tr̀ınh bày du.́o.i da.ng gia’n lu.o.. c nhất mô.t số kiến

thú.c chuâ’n bi. cho phà̂n còn la. i cu’a cuốn sách: Tâ.p ho.. p, quan hê., ánh xa. , nhóm,

vành, tru.̀o.ng, d̄a thú.c... Tru.̀o.ng số thu.. c sẽ d̄u.o.. c xây du.. ng chă. t chẽ o.’ §5. Nhu.ng

v̀ı các t́ınh chất cu’a nó rất quen thuô.c vó.i nhũ.ng ai d̄ã ho.c qua chu.o.ng tr̀ınh trung

ho.c phô’ thông, cho nên chúng ta vẫn nói tó.i tru.̀o.ng này trong các v́ı du. o.’ các tiết

§1 - §4.

1 Tâ.p ho.. p

Trong tiết này, chúng ta tr̀ınh bày vè̂ tâ.p ho.. p theo quan d̄iê’m cu’a “Lý thuyết tâ. p

ho.. p ngây tho.”.

Cu. thê’, tâ.p ho.. p là mô. t khái niê.m “nguyên thuy’”, không d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa, mà

d̄u.o.. c hiê’u mô.t cách tru.. c giác nhu. sau: Mô.t tâ. p ho.. p là mô. t su.. quà̂n tu. các d̄ối

tu.o.. ng có cùng mô.t thuô.c t́ınh nào d̄ó; nhũ.ng d̄ối tu.o.. ng này d̄u.o.. c go. i là các phà̂n

tu.’ cu’a tâ.p ho.. p d̄ó. (Tất nhiên, mô ta’ nói trên không pha’i là mô. t d̄i.nh ngh̃ıa cu’a

tâ.p ho.. p, nó chı’ diẽ̂n d̄a.t khái niê.m tâ.p ho.. p qua mô.t khái niê.m có ve’ gà̂n gũi ho.n

là “quà̂n tu. ”. Tuy vâ.y, ba’n thân khái niê.m quà̂n tu. la. i chu.a d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa.)

Ngu.̀o.i ta cũng thu.̀o.ng go. i tắt tâ.p ho.. p là “tâ.p”.

D- ê’ có mô.t số v́ı du. , chúng ta có thê’ xét tâ.p ho.. p các sinh viên cu’a mô.t tru.̀o.ng

d̄a. i ho.c, tâ.p ho.. p các xe ta’ i cu’a mô.t công ty, tâ.p ho.. p các số nguyên tố ...

Các tâ.p ho.. p thu.̀o.ng d̄u.o.. c ký hiê.u bo.’ i các chũ. in hoa: A,B,C, ..., X, Y, Z...

Các phà̂n tu.’ cu’a mô.t tâ.p ho.. p thu.̀o.ng d̄u.o.. c ký hi.êu bo.’ i các chũ. in thu.̀o.ng:

a, b, c, ..., x, y, z... D- ê’ nói x là mô. t phà̂n tu.’ cu’a tâ.p ho.. p X, ta viết x ∈ X và d̄o.c là
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“x thuô.c X”. Trái la. i, d̄ê’ nói y không là phà̂n tu.’ cu’a X, ta viết y 6∈ X, và d̄o.c là

“y không thuô.c X”.

D- ê’ xác d̄i.nh mô.t tâ.p ho.. p, ngu.̀o.i ta có thê’ liê.t kê tất ca’ các phà̂n tu.’ cu’a nó.

Chă’ ng ha.n,

A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.

Ngu.̀o.i ta cũng có thê’ xác d̄i.nh mô.t tâ.p ho.. p bo.’ i mô. t t́ınh chất d̄ă. c tru.ng P(x) nào

d̄ó cu’a các phà̂n tu.’ cu’a nó. Tâ.p ho.. p X các phà̂n tu.’ x có t́ınh chất P(x) d̄u.o.. c ký

hiê.u là

X = {x| P(x)},

hoă.c là

X = {x : P(x)}.

Vı́ du. :

N = {x| x là số tu.. nhiên},

Z = {x| x là số nguyên },

Q = {x| x là số hũ.u ty’},

R = {x| x là số thu.. c}.

Nếu mo. i phà̂n tu.’ cu’a tâ.p ho.. p A cũng là mô.t phà̂n tu.’ cu’a tâ.p ho.. p X th̀ı ta nói

A là mô. t tâ. p ho.. p con cu’a X, và viết A ⊂ X. Tâ.p con A gò̂m các phà̂n tu.’ x cu’a X

có t́ınh chất P(x) d̄u.o.. c ký hiê.u là

A = {x ∈ X| P(x)}.

Hai tâ.p ho.. p X và Y d̄u.o.. c go. i là bà̆ng nhau nếu mỗi phà̂n tu.’ cu’a tâ.p ho.. p này

cũng là mô. t phà̂n tu.’ cu’a tâ.p ho.. p kia và ngu.o.. c la. i, tú.c là X ⊂ Y và Y ⊂ X. Khi

d̄ó ta viết X = Y .

Tâ.p ho.. p không chú.a mô.t phà̂n tu.’ nào ca’ d̄u.o.. c ký hiê.u bo.’ i ∅, và d̄u.o.. c go. i là

tâ. p rỗng. Ta quy u.́o.c rà̆ng ∅ là tâ.p con cu’a mo. i tâ.p ho.. p. Tâ.p ho.. p rỗng rất tiê.n

lo.. i, nó d̄óng vai trò nhu. số không trong khi làm toán vó.i các tâ.p ho.. p.
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Các phép toán ho.. p, giao và hiê.u cu’a hai tâ.p ho.. p d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau.

Cho các tâ.p ho.. p A và B.

Ho.. p cu’a A và B d̄u.o.. c ký hiê.u bo.’ i A ∪ B và d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau

A ∪ B = {x| x ∈ A hoă.c x ∈ B}.

Giao cu’a A và B d̄u.o.. c ký hiê.u bo.’ i A ∩ B và d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau

A ∩ B = {x| x ∈ A và x ∈ B}.

Hiê. u cu’a A và B d̄u.o.. c ký hiê.u bo.’ i A \ B và d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau

A \ B = {x| x ∈ A và x 6∈ B}.

Nếu B ⊂ A th̀ı A\B d̄u.o.. c go. i là phà̂n bù cu’a B trong A, và d̄u.o.. c ký hiê.u là CA(B).

Các phép toán ho.. p, giao và hiê.u có các t́ınh chất so. cấp sau d̄ây:

Kết ho.. p: (A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C),

(A ∩ B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C).

Giao hoán: A ∪ B = B ∪ A,

A ∩ B = B ∩ A.

Phân phối: A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C),

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C).

Công thú.c De Morgan: X \ (A ∪ B) = (X \ A) ∩ (X \ B),

X \ (A ∩ B) = (X \ A) ∪ (X \ B).

Gia’ su.’ Ai là mô. t tâ.p ho.. p vó.i mỗi i thuô.c mô.t tâ.p chı’ số I (có thê’ hũ.u ha.n hay

vô ha.n). Khi d̄ó, ho.. p và giao cu’a ho. tâ.p ho.. p {Ai}i∈I d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau:⋃
i∈I

Ai = {x| x ∈ Ai vó.i mô. t i nào d̄ó trong I},⋂
i∈I

Ai = {x| x ∈ Ai vó.i mo. i i ∈ I}.

Ta có da.ng tô’ng quát cu’a công thú.c De Morgan:

X \ (
⋃
i∈I

Ai) =
⋂
i∈I

(X \ Ai),

X \ (
⋂
i∈I

Ai) =
⋃
i∈I

(X \ Ai).
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Viê.c su.’ du.ng quá rô.ng rãi khái niê.m tâ.p ho.. p d̄ã dẫn tó.i mô. t số nghi.ch lý. Mô.t

trong số d̄ó là nghi.ch lý Cantor sau d̄ây.

Ta nói tâ.p ho.. p X là b̀ınh thu.̀o.ng nếu X 6∈ X. Xét tâ.p ho.. p

X = {X| X là tâ.p b̀ınh thu.̀o.ng}.

Nếu X ∈ X th̀ı theo d̄i.nh ngh̃ıa cu’a X , nó là mô. t tâ.p b̀ınh thu.̀o.ng. Do d̄ó, theo

d̄i.nh ngh̃ıa tâ.p b̀ınh thu.̀o.ng, X 6∈ X . Trái la. i, nếu X 6∈ X , th̀ı X là mô. t tâ.p không

b̀ınh thu.̀o.ng, và do d̄ó X ∈ X . Ca’ hai tru.̀o.ng ho.. p d̄è̂u dẫn tó.i mâu thuẫn.

D- ê’ tránh nhũ.ng nghi.ch lý loa. i nhu. vâ.y, ngu.̀o.i ta sẽ không dùng khái niê.m tâ.p

ho.. p d̄ê’ chı’ “nhũ.ng thu.. c thê’ quá ló.n”. Ta sẽ nói “ló.p tất ca’ các tâ. p ho.. p”, chú.

không nói “tâ. p ho.. p tất ca’ các tâ. p ho.. p”. Theo quan niê.m này X chı’ là mô. t ló.p chú.

không là mô.t tâ.p ho.. p. Vı̀ thế, ta tránh d̄u.o.. c nghi.ch lý nói trên.

Phà̂n còn la. i cu’a tiết này d̄u.o.. c dành cho viê.c tr̀ınh bày so. lu.o.. c vè̂ lu.o.. ng tù. phô’

biến và lu.o.. ng tù. tò̂n ta. i.

Ta thu.̀o.ng cà̂n pha’i phát biê’u nhũ.ng mê.nh d̄è̂ có da.ng: “Mo. i phà̂n tu.’ x cu’a tâ. p

ho.. p X d̄è̂u có t́ınh chất P(x)”. Ngu.̀o.i ta quy u.́o.c ký hiê.u mê.nh d̄è̂ d̄ó nhu. sau:

∀x ∈ X, P(x).

Dãy ký hiê.u trên d̄u.o.. c d̄o.c là “Vó.i mo. i x thuô. c X, P(x)”.

Ký hiê.u ∀ d̄u.o.. c go. i là lu.o.. ng tù. phô’ biến.

Tu.o.ng tu.. , ta cũng hay gă.p các mê.nh d̄è̂ có da.ng: “Tò̂n ta. i mô. t phà̂n tu.’ x cu’a

X có t́ınh chất P(x)”. Mê.nh d̄è̂ này d̄u.o.. c quy u.́o.c ký hiê.u nhu. sau:

∃x ∈ X, P(x).

Dãy ký hiê.u d̄ó d̄u.o.. c d̄o.c là “Tò̂n ta. i mô. t x thuô. c X, P(x)”.

Ký hiê.u ∃ d̄u.o.. c go. i là lu.o.. ng tù. tò̂n ta. i.

Mê.nh d̄è̂ “Tò̂n ta. i duy nhất mô. t phà̂n tu.’ x cu’a X có t́ınh chất P(x)” d̄u.o.. c viết

nhu. sau:

∃!x ∈ X, P(x).
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Lu.o.. ng tù. phô’ biến và lu.o.. ng tù. tò̂n ta. i có mối quan hê. quan tro.ng sau d̄ây.

Go. i P là phu’ d̄i.nh cu’a mê.nh d̄è̂ P . Ta có

∀x ∈ X,P(x) ≡ ∃x ∈ X,P(x),

∃x ∈ X,P(x) ≡ ∀x ∈ X,P(x).

Chúng tôi d̄è̂ nghi. d̄ô. c gia’ tu.. chú.ng minh nhũ.ng khă’ ng d̄i.nh trên xem nhu. mô.t bài

tâ.p.

2 Quan hê. và Ánh xa.

T́ıch tru.. c tiếp (hay t́ıch Descartes) cu’a hai tâ.p ho.. p X và Y là tâ.p ho.. p sau d̄ây:

X × Y = {(x, y)| x ∈ X, y ∈ Y }.

Tru.̀o.ng ho.. p d̄ă. c biê.t, khi X = Y , ta có t́ıch tru.. c tiếp X × X cu’a tâ.p X vó.i ch́ınh

nó.

D- i.nh ngh̃ıa 2.1 Mỗi tâ.p con R cu’a tâ.p ho.. p t́ıch X ×X d̄u.o.. c go. i là mô. t quan hê.

hai ngôi trên X. Nếu (x, y) ∈ R th̀ı ta nói x có quan hê. R vó.i y, và viết xRy.

Ngu.o.. c la. i, nếu (x, y) 6∈ R th̀ı ta nói x không có quan hê. R vó.i y, và viết xRy.

Chă’ ng ha.n, nếu R = {(x, y) ∈ Z × Z| x chia hết cho y}, th̀ı 6R2, nhu.ng 5R3.

D- i.nh ngh̃ıa 2.2 Quan hê. hai ngôi R trên X d̄u.o.. c go. i là mô. t quan hê. tu.o.ng d̄u.o.ng

nếu nó có ba t́ınh chất sau d̄ây:

(a) Pha’n xa. : xRx, ∀x ∈ X.

(b) D- ối xú.ng: Nếu xRy, th̀ı yRx, ∀x, y ∈ X.

(c) Bắc cà̂u: Nếu xRy, yRz, th̀ı xRz, ∀x, y, z ∈ X.

11



Các quan hê. tu.o.ng d̄u.o.ng thu.̀o.ng d̄u.o.. c ký hiê.u bo.’ i dấu ∼.

Gia’ su.’ ∼ là mô. t quan hê. tu.o.ng d̄u.o.ng trên X. Ló.p tu.o.ng d̄u.o.ng theo quan hê.

∼ cu’a mô.t phà̂n tu.’ x ∈ X d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau:

[x] = {y ∈ X| x ∼ y} ⊂ X.

Bô’ d̄è̂ 2.3 Gia’ su.’ ∼ là mô. t quan hê. tu.o.ng d̄u.o.ng. Khi d̄ó, vó.i mo. i x, y ∈ X, các

ló.p [x] và [y] hoă. c trùng nhau, hoă. c rò.i nhau (tú.c là [x] ∩ [y] = ∅).

Chú.ng minh: Gia’ su.’ [x] ∩ [y] 6= ∅. Ta sẽ chú.ng minh rằng [x] = [y]. Lấy mô.t

phà̂n tu.’ z ∈ [x] ∩ [y]. Ta có x ∼ z và y ∼ z.

Do t́ınh d̄ối xú.ng cu’a quan hê. tu.o.ng d̄u.o.ng, x ∼ z kéo theo z ∼ x. Gia’ su.’

t ∈ [x], tú.c là x ∼ t. Do t́ınh bắc cà̂u, z ∼ x và x ∼ t kéo theo z ∼ t. Tiếp theo,

y ∼ z và z ∼ t kéo theo y ∼ t. Ngh̃ıa là t ∈ [y]. Nhu. vâ.y, [x] ⊂ [y]. Do vai trò

nhu. nhau cu’a các ló.p [x] và [y], ta cũng có bao hàm thú.c ngu.o.. c la. i, [y] ⊂ [x]. Vâ.y

[x] = [y]. 2

Theo bô’ d̄è̂ này, nếu y ∈ [x] th̀ı y ∈ [x] ∩ [y] 6= ∅, do d̄ó [x] = [y]. Vı̀ thế, ta

có thê’ dùng tù. ló.p tu.o.ng d̄u.o.ng d̄ê’ chı’ ló.p tu.o.ng d̄u.o.ng cu’a bất kỳ phà̂n tu.’ nào

trong ló.p d̄ó. Mỗi phà̂n tu.’ cu’a mô.t ló.p tu.o.ng d̄u.o.ng d̄u.o.. c go. i là mô. t d̄a. i biê’u cu’a

ló.p tu.o.ng d̄u.o.ng này.

Dẽ̂ dàng thấy rà̆ng X là ho.. p rò.i ra.c cu’a các ló.p tu.o.ng d̄u.o.ng theo quan hê. ∼.

(Nói cách khác, X là ho.. p cu’a các ló.p tu.o.ng d̄u.o.ng theo quan hê. ∼, và các ló.p này

rò.i nhau.) Ngu.̀o.i ta cũng nói X d̄u.o.. c phân hoa.ch bo.’ i các ló.p tu.o.ng d̄u.o.ng.

D- i.nh ngh̃ıa 2.4 Tâ.p ho.. p các ló.p tu.o.ng d̄u.o.ng cu’a X theo quan hê. ∼ d̄u.o.. c go. i

là tâ. p thu.o.ng cu’a X theo ∼ và d̄u.o.. c ký hiê.u là X/∼.

Vı́ du. 2.5 Gia’ su.’ n là mô. t số nguyên du.o.ng bất kỳ. Ta xét trên tâ.p X = Z quan

hê. sau d̄ây:

∼= {(x, y) ∈ Z × Z| x − y chia hết cho n}.
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Rõ ràng d̄ó là mô. t quan hê. tu.o.ng d̄u.o.ng. Ho.n nũ.a x ∼ y nếu và chı’ nếu x và y có

cùng phà̂n du. trong phép chia cho n. Vı̀ thế, Z/∼ là mô. t tâ.p có d̄úng n phà̂n tu.’ :

Z/∼= {[0], [1], ..., [n − 1]}.

Nó d̄u.o.. c go. i là tâ. p các số nguyên modulo n, và thu.̀o.ng d̄u.o.. c ký hiê.u là Z/n.

D- i.nh ngh̃ıa 2.6 Gia’ su.’ ≤ là mô. t quan hê. hai ngôi trên X. Nó d̄u.o.. c go. i là mô. t

quan hê. thú. tu.. nếu nó có ba t́ınh chất sau d̄ây:

(a) Pha’n xa. : x ≤ x, ∀x ∈ X.

(b) Pha’n d̄ối xú.ng: Nếu x ≤ y và y ≤ x th̀ı x = y, ∀x, y ∈ X.

(c) Bắc cà̂u: Nếu x ≤ y, y ≤ z, th̀ı x ≤ z, ∀x, y, z ∈ X.

Tâ.p X d̄u.o.. c trang bi. mô.t quan hê. thú. tu.. d̄u.o.. c go. i là mô. t tâ. p d̄u.o.. c sắp. Nếu

x ≤ y, ta nói x d̄ú.ng tru.́o.c y, hay x nho’ ho.n hoă.c bà̆ng y.

Ta nói X d̄u.o.. c sắp toàn phà̂n (hay tuyến t́ınh) bo.’ i quan hê. ≤ nếu vó.i mo. i

x, y ∈ X, th̀ı x ≤ y hoă.c y ≤ x. Khi d̄ó ≤ d̄u.o.. c go. i là mô. t quan hê. thú. tu.. toàn

phà̂n (hay tuyến t́ınh) trên X.

Chă’ ng ha.n, tru.̀o.ng số hũ.u ty’ Q là mô. t tâ.p d̄u.o.. c sắp toàn phà̂n d̄ối vó.i quan

hê. thú. tu.. ≤ thông thu.̀o.ng. Mô.t v́ı du. khác: nếu X là tâ.p ho.. p tất ca’ các tâ.p con

cu’a mô.t tâ.p A nào d̄ó, th̀ı X d̄u.o.. c sắp theo quan hê. bao hàm. D- ây không pha’i là

mô. t thú. tu.. toàn phà̂n nếu tâ.p A chú.a nhiè̂u ho.n mô.t phà̂n tu.’ .

Bây giò. ta chuyê’n qua xét các ánh xa. .

Ngu.̀o.i ta thu.̀o.ng mô ta’ các ánh xa. mô. t cách tru.. c giác nhu. sau.

Gia’ su.’ X và Y là các tâ.p ho.. p. Mô.t ánh xa. f tù. X vào Y là mô. t quy tắc d̄ă. t

tu.o.ng ú.ng mỗi phà̂n tu.’ x ∈ X vó.i mô. t phà̂n tu.’ xác d̄i.nh y = f(x) ∈ Y . Ánh xa.

d̄ó d̄u.o.. c ký hiê.u bo.’ i f : X → Y .
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Tất nhiên mô ta’ nói trên không pha’i là mô. t d̄i.nh ngh̃ıa chă. t chẽ, v̀ı ta không

biết thế nào là mô. t quy tắc. Nói cách khác, trong d̄i.nh ngh̃ıa nói trên quy tắc chı’

là mô. t tên go. i khác cu’a ánh xa. .

Ta có thê’ khắc phu. c d̄iè̂u d̄ó bà̆ng cách d̄u.a ra mô.t d̄i.nh ngh̃ıa ch́ınh xác nhu.ng

ho.i cò̂ng kè̂nh vè̂ ánh xa. nhu. sau.

Mỗi tâ.p con R cu’a t́ıch tru.. c tiếp X × Y d̄u.o.. c go. i là mô. t quan hê. giũ.a X và Y .

Quan hê. R d̄u.o.. c go. i là mô. t ánh xa. tù. X vào Y nếu nó có t́ınh chất sau: vó.i mo. i

x ∈ X có mô.t và chı’ mô.t y ∈ Y d̄ê’ cho (x, y) ∈ R. Ta ký hiê.u phà̂n tu.’ duy nhất

d̄ó là y = f(x). Khi d̄ó

R = {(x, f(x))| x ∈ X}.

Ánh xa. này thu.̀o.ng d̄u.o.. c ký hiê.u là f : X → Y và quan hê. R d̄u.o.. c go. i là d̄ò̂ thi.

cu’a ánh xa. f .

Các tâ.p X và Y d̄u.o.. c go. i là̂n lu.o.. t là tâ.p nguò̂n và tâ.p d̄ı́ch cu’a ánh xa. f . Tâ.p

ho.. p f(X) = {f(x)| x ∈ X} d̄u.o.. c go. i là tâ.p giá tri. cu’a f .

Gia’ su.’ A là mô. t tâ.p con cu’a X. Khi d̄ó, f(A) = {f(x)| x ∈ A} d̄u.o.. c go. i là a’nh

cu’a A bo.’ i f . Nếu B là mô. t tâ.p con cu’a Y , th̀ı f−1(B) = {x ∈ X| f(x) ∈ B} d̄u.o.. c

go. i là nghi.ch a’nh cu’a B bo.’ i f . Tru.̀o.ng ho.. p d̄ă.c biê.t, tâ.p B = {y} chı’ gò̂m mô.t

d̄iê’m y ∈ Y , ta viết d̄o.n gia’n f−1(y) thay cho f−1({y}).

D- i.nh ngh̃ıa 2.7 (a) Ánh xa. f : X → Y d̄u.o.. c go. i là mô. t d̄o.n ánh nếu vó.i mo. i

x 6= x′, (x, x′ ∈ X) th̀ı f(x) 6= f(x′).

(b) Ánh xa. f : X → Y d̄u.o.. c go. i là mô. t toàn ánh nếu vó.i mo. i y ∈ Y tò̂n ta. i (́ıt

nhất) mô. t phà̂n tu.’ x ∈ X sao cho f(x) = y.

(c) Ánh xa. f : X → Y d̄u.o.. c go. i là mô. t song ánh (hay mô.t tu.o.ng ú.ng mô. t-mô. t)

nếu nó vù.a là mô. t d̄o.n ánh vù.a là mô. t toàn ánh.

Gia’ su.’ f : X → Y là mô. t song ánh. Khi d̄ó, vó.i mỗi y ∈ Y tò̂n ta. i duy nhất phà̂n

tu.’ x ∈ X sao cho f(x) = y. Ta ký hiê.u phà̂n tu.’ x d̄ó nhu. sau: x = f−1(y). Nhu.
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thế, tu.o.ng ú.ng y 7→ x = f−1(y) xác d̄i.nh mô.t ánh xa. , d̄u.o.. c ký hiê.u là f−1 : Y → X

và d̄u.o.. c go. i là ánh xa. ngu.o.. c cu’a f . Hiê’n nhiên, f−1 cũng là mô. t song ánh, ho.n

nũ.a (f−1)−1 = f .

Cho các ánh xa. f : X → Y và g : Y → Z. Khi d̄ó ánh xa. h : X → Z d̄u.o.. c xác

d̄i.nh bo.’ i

h(x) = g(f(x)), ∀x ∈ X,

d̄u.o.. c go. i là ánh xa. t́ıch (hay ánh xa. ho.. p) cu’a f và g, và d̄u.o.. c ký hiê.u là h = gf

hoă.c h = g ◦ f .

Chúng tôi d̄è̂ nghi. d̄ô. c gia’ tu.. chú.ng minh hai mê.nh d̄è̂ sau d̄ây.

Mê.nh d̄è̂ 2.8 Ho.. p thành cu’a hai d̄o.n ánh la. i là mô. t d̄o.n ánh. Ho.. p thành cu’a hai

toàn ánh la. i là mô. t toàn ánh. Ho.. p thành cu’a hai song ánh la. i là mô. t song ánh.

Go.i idX : X → X là ánh xa. d̄ò̂ng nhất trên X, d̄u.o.. c xác d̄i.nh nhu. sau

idX(x) = x, ∀x ∈ X.

Mê.nh d̄è̂ 2.9 (i) Gia’ su.’ f : X → Y và g : Y → Z là các ánh xa. . Khi d̄ó, nếu

gf là mô. t d̄o.n ánh th̀ı f cũng vâ. y; nếu gf là mô. t toàn ánh th̀ı g cũng vâ. y.

(ii) Ánh xa. f : X → Y là mô. t song ánh nếu và chı’ nếu tò̂n ta. i mô. t ánh xa.

g : Y → X sao cho gf = idX , fg = idY .

3 Lu.. c lu.o.. ng cu’a tâ.p ho.. p

D- ối vó.i các tâ.p ho.. p hũ.u ha.n, khi cà̂n xét xem tâ.p nào có nhiè̂u phà̂n tu.’ ho.n, ngu.̀o.i

ta d̄ếm số phà̂n tu.’ cu’a chúng. Nhu.ng d̄ô.ng tác d̄o.n gia’n ấy không thu.. c hiê.n d̄u.o.. c

d̄ối vó.i các tâ.p có vô ha.n phà̂n tu.’ . D- ê’ so sánh “số lu.o.. ng phà̂n tu.’ ” cu’a các tâ.p vô

ha.n, ngu.̀o.i ta tro.’ la. i vó.i cách làm cu’a ngu.̀o.i nguyên thuy’ khi chu.a biết d̄ếm. Cu.

thê’ là, nếu muốn xem số r̀ıu tay có d̄u’ cho mỗi ngu.̀o.i mô.t chiếc hay không ngu.̀o.i

15



ta phát cho mỗi ngu.̀o.i mô. t chiếc r̀ıu, tú.c là lâ.p mô.t tu.o.ng ú.ng giũ.a tâ.p ho.. p ngu.̀o.i

và tâ.p ho.. p r̀ıu.

D- i.nh ngh̃ıa 3.1 Ta nói tâ.p ho.. p X cùng lu.. c lu.o.. ng vó.i tâ.p ho.. p Y nếu tò̂n ta. i mô.t

song ánh tù. X vào Y .

Rõ ràng quan hê. cùng lu.. c lu.o.. ng là mô.t quan hê. tu.o.ng d̄u.o.ng.

Gia’ su.’ tâ.p A có n phà̂n tu.’ . D- iè̂u này có ngh̃ıa là có mô. t tu.o.ng ú.ng mô.t-mô.t

giũ.a các phà̂n tu.’ cu’a A vó.i các số tu.. nhiên 1, 2, 3, ..., n. Nói cách khác, A có n phà̂n

tu.’ nếu và chı’ nếu nó cùng lu.. c lu.o.. ng vó.i tâ.p ho.. p {1, 2, 3, ..., n}.

Sau d̄ây chúng ta sẽ kha’o sát ló.p các tâ.p ho.. p vô ha.n có “́ıt phà̂n tu.’ nhất”, d̄ó

là các tâ.p d̄ếm d̄u.o.. c.

D- i.nh ngh̃ıa 3.2 Tâ.p X d̄u.o.. c go. i là d̄ếm d̄u.o.. c nếu nó cùng lu.. c lu.o.. ng vó.i tâ.p ho.. p

N các số tu.. nhiên.

Chă’ ng ha.n, Z là mô. t tâ.p d̄ếm d̄u.o.. c. Thâ. t vâ.y, ánh xa. f : N → Z xác d̄i.nh bo.’ i

công thú.c

f(2n − 1) = −n + 1,

f(2n) = n (n = 1, 2, 3, ...)

là mô. t song ánh.

Tu.o.ng tu.. , tâ.p ho.. p các số tu.. nhiên chẵn và tâ.p ho.. p các số tu.. nhiên le’ d̄è̂u là

các tâ.p d̄ếm d̄u.o.. c.

Các v́ı du. trên cho thấy mô.t tâ.p vô ha.n có thê’ có cùng lu.. c lu.o.. ng vó.i mô. t tâ.p

con thâ. t su.. cu’a nó. Ta có

Mê.nh d̄è̂ 3.3 Mỗi tâ. p con vô ha. n cu’a mô. t tâ. p d̄ếm d̄u.o.. c cũng là mô. t tâ. p d̄ếm

d̄u.o.. c.
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Chú.ng minh: Gia’ su.’ A = {a1, a2, a3, ...} là mô. t tâ.p d̄ếm d̄u.o.. c, và B là mô. t tâ.p

con vô ha.n cu’a A. Go. i i1 là số tu.. nhiên nho’ nhất sao cho ai1 ∈ B, i2 là số tu.. nhiên

nho’ nhất sao cho ai2 ∈ B \ {ai1}. Mô.t cách quy na.p, in là số tu.. nhiên nho’ nhất sao

cho ain ∈ B \ {ai1 , ai2 , ..., ain−1}...

Bà̆ng cách d̄ó, các phà̂n tu.’ cu’a B d̄u.o.. c xếp thành mô.t dãy vô ha.n

B = {ai1 , ai2 , ..., ain , ...}.

Nói cách khác, có mô.t song ánh N → B d̄ă. t n tu.o.ng ú.ng vó.i ain . Nhu. thế B d̄ếm

d̄u.o.. c. 2

Mê.nh d̄è̂ 3.4 Tı́ch tru.. c tiếp cu’a hai tâ. p d̄ếm d̄u.o.. c cũng là mô. t tâ. p d̄ếm d̄u.o.. c.

Chú.ng minh: Không gia’m tô’ng quát, ta chı’ cà̂n chú.ng minh N×N là d̄ếm d̄u.o.. c.

Ta xếp tất ca’ các phà̂n tu.’ (a, b) cu’a N × N thành mô.t dãy vô ha.n bà̆ng cách

sau. Tru.́o.c hết ta xếp că.p (a, b) vó.i a + b = 2. Gia’ su.’ d̄ã xếp xong các că.p (a, b)

vó.i a + b = n− 1, ta xếp tiếp các că.p (a, b) vó.i a + b = n, trong d̄ó că.p (a, b) d̄u.o.. c

xếp tru.́o.c că.p (a′, b′) nếu a + b = a′ + b′ = n và a < a′.

Nhu. vâ.y, N × N là mô. t tâ.p d̄ếm d̄u.o.. c. 2

Hê. qua’ 3.5 Tâ. p ho.. p Q các số hũ.u ty’ là mô. t tâ. p d̄ếm d̄u.o.. c.

Chú.ng minh: Ta sẽ chú.ng minh tâ.p ho.. p Q+ các số hũ.u ty’ du.o.ng là d̄ếm d̄u.o.. c.

Do d̄ó Q = Q− ∪ {0} ∪Q+ cùng lu.. c lu.o.. ng vó.i Z = N− ∪ {0} ∪N, trong d̄ó Q− là

tâ.p ho.. p các số hũ.u ty’ âm và N− là tâ.p ho.. p các số nguyên âm. Vı̀ thế Q là d̄ếm

d̄u.o.. c.

Mỗi số hũ.u ty’ du.o.ng d̄u.o.. c biê’u thi. duy nhất du.́o.i da.ng mô.t phân số p
q
, trong

d̄ó p, q ∈ N và că.p p, q nguyên tố cùng nhau. Tu.o.ng ú.ng p
q
7→ (p, q) là mô. t song

ánh tù. Q+ lên mô.t tâ.p con cu’a t́ıch tru.. c tiếp N×N. Do d̄ó, theo hai mê.nh d̄è̂ trên

th̀ı Q+ là mô. t tâ.p d̄ếm d̄u.o.. c. 2

Chúng ta thù.a nhâ.n kết qua’ sau d̄ây, v̀ı muốn chú.ng minh nó ta cà̂n mô.t hiê’u

biết sâu sắc ho.n vè̂ các số thu.. c.
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Mê.nh d̄è̂ 3.6 Tâ. p ho.. p R các số thu.. c là mô. t tâ. p không d̄ếm d̄u.o.. c.

Ngu.̀o.i ta nói tâ.p ho.. p các số thu.. c có lu.. c lu.o.. ng continum.

4 Nhóm, Vành và Tru.̀o.ng

Các khái niê.m nhóm, vành và tru.̀o.ng d̄u.o.. c gió.i thiê.u trong tiết này chı’ dù.ng o.’

mú.c d̄u’ dùng cho các diẽ̂n d̄a. t trong phà̂n sau cu’a cuốn sách.

Gia’ su.’ G là mô. t tâ.p ho.. p. Mỗi ánh xa.

◦ : G × G → G

d̄u.o.. c go. i là mô. t phép toán hai ngôi (hay mô.t luâ. t ho.. p thành) trên G. A’ nh cu’a că.p

phà̂n tu.’ (x, y) ∈ G × G bo.’ i ánh xa. ◦ sẽ d̄u.o.. c ký hiê.u là x ◦ y, và d̄u.o.. c go. i là t́ıch

hay ho.. p thành cu’a x và y.

D- i.nh ngh̃ıa 4.1 Mô.t nhóm là mô.t tâ.p ho.. p khác rỗng G d̄u.o.. c trang bi. mô.t phép

toán hai ngôi ◦ thoa’ mãn ba d̄iè̂u kiê.n sau d̄ây:

(G1) Phép toán có t́ınh kết ho.. p:

(x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z), ∀x, y, z ∈ G.

(G2) Có mô.t phà̂n tu.’ e ∈ G, d̄u.o.. c go. i là phà̂n tu.’ trung lâ. p, vó.i t́ınh chất

x ◦ e = e ◦ x = x, ∀x ∈ G.

(G3) Vó.i mo. i x ∈ G, tò̂n ta. i phà̂n tu.’ x′ ∈ G, d̄u.o.. c go. i là nghi.ch d̄a’o cu’a x, sao cho

x ◦ x′ = x′ ◦ x = e.

Nhâ.n xét:
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Phà̂n tu.’ trung lâ.p cu’a mô.t nhóm là duy nhất. Thâ. t vâ.y, nếu e và e′ d̄è̂u là các

phà̂n tu.’ trung lâ.p cu’a nhóm G th̀ı

e = e ◦ e′ = e′.

Vó.i mo. i x ∈ G, phà̂n tu.’ nghi.ch d̄a’o x′ nói o.’ mu. c (G3) là duy nhất. Thâ. t vâ.y,

nếu x′
1 và x′

2 là các phà̂n tu.’ nghi.ch d̄a’o cu’a x th̀ı

x′
1 = x′

1 ◦ e = x′
1 ◦ (x ◦ x′

2) = (x′
1 ◦ x) ◦ x′

2 = e ◦ x′
2 = x′

2.

Trong nhóm có luâ. t gia’n u.́o.c, tú.c là

x ◦ y = x ◦ z =⇒ y = z,

x ◦ z = y ◦ z =⇒ x = y.

Thâ.t vâ.y, d̄ê’ có luâ. t gia’n u.́o.c, chı’ cà̂n nhân hai vế cu’a d̄ă’ ng thú.c x ◦ y = x ◦ z vó.i

nghi.ch d̄a’o x′ cu’a x tù. bên trái, và nhân hai vế cu’a d̄ă’ ng thú.c x ◦ z = y ◦ z vó.i

nghi.ch d̄a’o z′ cu’a z tù. bên pha’i.

Nếu phép toán ◦ có t́ınh giao hoán, tú.c là

x ◦ y = y ◦ x, ∀x, y ∈ G,

th̀ı G d̄u.o.. c go. i là mô. t nhóm giao hoán (hay abel).

Theo thói quen, luâ. t ho.. p thành ◦ trong mô.t nhóm abel thu.̀o.ng d̄u.o.. c ký hiê.u

theo lối cô.ng “+”. Ho.. p thành cu’a că.p phà̂n tu.’ (x, y) d̄u.o.. c ký hiê.u là x+y và d̄u.o.. c

go. i là tô’ng cu’a x và y. Phà̂n tu.’ trung lâ.p cu’a nhóm d̄u.o.. c go. i là phà̂n tu.’ không, ký

hiê.u 0. Nghi.ch d̄a’o cu’a x (xác d̄i.nh bo.’ i d̄iè̂u kiê.n (G3)) d̄u.o.. c go. i là phà̂n tu.’ d̄ối

cu’a x, ký hiê.u (−x).

Tru.̀o.ng ho.. p tô’ng quát, phép toán ◦ trong nhóm thu.̀o.ng d̄u.o.. c ký hiê.u theo lối

nhân “ · ”. Ho.. p thành cu’a că.p phà̂n tu.’ (x, y) d̄u.o.. c ký hiê.u là x · y, hay d̄o.n gia’n

xy, và d̄u.o.. c go. i là t́ıch cu’a x và y. Phà̂n tu.’ trung lâ.p cu’a nhóm d̄u.o.. c go. i là phà̂n

tu.’ d̄o.n vi.. Phà̂n tu.’ nghi.ch d̄a’o cu’a x d̄u.o.. c ký hiê.u là x−1.

Vı́ du. :
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(a) Các tâ.p ho.. p số Z,Q,R lâ.p thành nhóm abel d̄ối vó.i phép cô.ng.

(b) Các tâ.p Z∗ = {±1},Q∗ = Q \ {0},R∗ = R \ {0} làm thành nhóm abel d̄ối

vó.i phép nhân.

(c) Ta d̄i.nh ngh̃ıa phép cô.ng trong Z/n nhu. sau:

[x] + [y] = [x + y].

Dẽ̂ kiê’m tra rà̆ng phép toán này không phu. thuô.c d̄a. i biê’u cu’a các ló.p tu.o.ng

d̄u.o.ng [x] và [y]. Ho.n nũ.a, Z/n cùng vó.i phép cô.ng nói trên lâ.p thành mô.t

nhóm abel.

(d) Mỗi song ánh tù. tâ.p ho.. p {1, 2, ..., n} vào ch́ınh nó d̄u.o.. c go. i là mô. t phép thế

(hay phép hoán vi.) trên n phà̂n tu.’ . Tâ.p ho.. p Sn tất ca’ các phép thế trên n

phà̂n tu.’ làm thành mô.t nhóm d̄ối vó.i phép ho.. p thành các ánh xa.

(α · β)(i) = α(β(i)), ∀α, β ∈ Sn, 0 ≤ i ≤ n.

Sn d̄u.o.. c go. i là nhóm d̄ối xú.ng trên n phà̂n tu.’ . D- ây là mô. t nhóm không abel

khi n > 2. (Xem chi tiết o.’ Chu.o.ng III.)

(e) Trong Chu.o.ng II chúng ta sẽ kha’o sát mô. t ló.p nhóm không abel rất quan

tro.ng d̄ối vó.i môn D- a. i số tuyến t́ınh, d̄ó là nhóm GL(V ) các biến d̄ô’i tuyến

t́ınh không suy biến trên không gian vécto. V .

D- i.nh ngh̃ıa 4.2 Gia’ su.’ G và G′ là các nhóm (vó.i phép toán viết theo lối nhân).

Ánh xa. ϕ : G → G′ d̄u.o.. c go. i là mô. t d̄ò̂ng cấu nhóm nếu

ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y), ∀x, y ∈ G.

Nhâ.n xét: D- ò̂ng cấu nhóm ϕ chuyê’n d̄o.n vi. e cu’a G thành d̄o.n vi. e′ cu’a G′:

ϕ(e) = e′.
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Nó cũng chuyê’n phà̂n tu.’ nghi.ch d̄a’o cu’a x thành phà̂n tu.’ nghi.ch d̄a’o cu’a ϕ(x):

ϕ(x−1) = ϕ(x)−1, ∀x ∈ G.

D- i.nh ngh̃ıa 4.3 (a) Mô.t d̄ò̂ng cấu nhóm d̄ò̂ng thò.i là mô. t d̄o.n ánh d̄u.o.. c go. i là

mô. t d̄o.n cấu nhóm.

(b) Mô.t d̄ò̂ng cấu nhóm d̄ò̂ng thò.i là mô. t toàn ánh d̄u.o.. c go. i là mô. t toàn cấu

nhóm.

(c) Mô.t d̄ò̂ng cấu nhóm d̄ò̂ng thò.i là mô. t song ánh d̄u.o.. c go. i là mô. t d̄ă’ ng cấu

nhóm.

Nếu có mô. t d̄ă’ ng cấu nhóm giũ.a G và G′ th̀ı ta nói G d̄ă’ ng cấu vó.i G′ và viết

G ∼= G′.

Vı́ du. :

(a) Phép nhúng i : Z → Q d̄i.nh ngh̃ıa bo.’ i công thú.c i(x) = x là mô. t d̄o.n cấu

nhóm.

(b) Phép chiếu pr : Z → Z/n xác d̄i.nh bo.’ i công thú.c pr(x) = [x] là mô. t toàn cấu

nhóm.

(a) Ánh xa. mũ exp : R → R+, exp(x) = ex là mô. t d̄ă’ ng cấu tù. nhóm cô.ng các

số thu.. c R vào nhóm nhân các số thu.. c du.o.ng R+.

Bây giò. ta chuyê’n sang kha’o sát các vành và tru.̀o.ng.

D- i.nh ngh̃ıa 4.4 Mô.t vành là mô.t tâ.p ho.. p R 6= ∅ d̄u.o.. c trang bi. hai phép toán hai

ngôi, gò̂m phép cô.ng

+ : R × R → R, (x, y) 7→ x + y,

và phép nhân

· : R × R → R, (x, y) 7→ xy,

thoa’ mãn ba d̄iè̂u kiê.n sau d̄ây:
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(R1) R là mô. t nhóm abel d̄ối vó.i phép cô.ng.

(R2) Phép nhân có t́ınh chất kết ho.. p:

(xy)z = x(yz), ∀x, y, z ∈ R.

(R3) Phép nhân phân phối vè̂ hai ph́ıa d̄ối vó.i phép cô.ng:

(x + y)z = xz + yz,

z(x + y) = zx + zy, ∀x, y, z ∈ R.

Vành R d̄u.o.. c go. i là giao hoán nếu phép nhân cu’a nó có t́ınh giao hoán:

xy = yx, ∀x, y ∈ R.

Vành R d̄u.o.. c go. i là có d̄o.n vi. nếu phép nhân cu’a nó có d̄o.n vi., tú.c là có phà̂n tu.’

1 ∈ R sao cho:

1x = x1 = x, ∀x ∈ R.

Vı́ du. :

(a) Các tâ.p ho.. p số Z,Q là các vành giao hoán và có d̄o.n vi. d̄ối vó.i các phép toán

cô.ng và nhân thông thu.̀o.ng. Tâ.p ho.. p số tu.. nhiên N không là mô.t vành, v̀ı

nó không là mô. t nhóm d̄ối vó.i phép cô.ng.

(b) Ta d̄i.nh ngh̃ıa phép nhân trên nhóm cô.ng Z/n các số nguyên modulo n nhu.

sau:

[x][y] = [xy], ∀x, y ∈ Z/n.

Phép nhân này không phu. thuô.c d̄a. i biê’u cu’a các ló.p [x] và [y]. Nó biến nhóm

cô.ng Z/n thành mô.t vành giao hoán và có d̄o.n vi., d̄u.o.. c go. i là vành các số

nguyên modulo n.

(c) Trong Chu.o.ng II ta sẽ xét mô.t ló.p vành d̄ă.c biê.t quan tro.ng d̄ối vó.i môn D- a. i

số tuyến t́ınh, d̄ó là vành M(n×n,K) các ma trâ.n vuông cấp n vó.i các phà̂n

tu.’ trong tru.̀o.ng K.
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D- i.nh ngh̃ıa 4.5 Gia’ su.’ R và R′ là các vành. Ánh xa. ϕ : R → R′ d̄u.o.. c go. i là mô. t

d̄ò̂ng cấu vành nếu

ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y),

ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y), ∀x, y ∈ R.

Các khái niê.m d̄o.n cấu vành, toàn cấu vành, d̄ă’ ng cấu vành d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa

tu.o.ng tu.. nhu. d̄ối vó.i tru.̀o.ng ho.. p nhóm.

Chă’ ng ha.n, phép nhúng Z ⊂ Q là mô. t d̄o.n cấu vành. Phép chiếu pr : Z → Z/n

là mô. t toàn cấu vành.

Phà̂n tu.’ x trong mô.t vành có d̄o.n vi. R d̄u.o.. c go. i là kha’ nghi.ch nếu tò̂n ta. i phà̂n

tu.’ x′ ∈ R sao cho

xx′ = x′x = 1.

Dẽ̂ chú.ng minh rà̆ng phà̂n tu.’ x′ có t́ınh chất nhu. vâ.y nếu tò̂n ta. i th̀ı duy nhất. Nó

d̄u.o.. c ký hiê.u là x−1.

D- i.nh ngh̃ıa 4.6 Mô.t vành giao hoán, có d̄o.n vi. 1 6= 0 sao cho mo. i phà̂n tu.’ khác 0

trong nó d̄è̂u kha’ nghi.ch d̄u.o.. c go. i là mô. t tru.̀o.ng.

Vành Q là mô. t tru.̀o.ng. Vành số nguyên Z không là mô. t tru.̀o.ng, v̀ı các số khác

±1 d̄è̂u không kha’ nghi.ch trong Z.

D- i.nh ngh̃ıa 4.7 Gia’ su.’ ≤ là mô. t quan hê. thú. tu.. trên tru.̀o.ng K. Khi d̄ó K d̄u.o.. c

go. i là mô. t tru.̀o.ng d̄u.o.. c sắp d̄ối vó.i thú. tu.. ≤ nếu các d̄iè̂u kiê.n sau d̄ây d̄u.o.. c thoa’

mãn:

(a) Nếu x ≤ y th̀ı x + z ≤ y + z, vó.i mo. i z ∈ K;

(b) Nếu x ≤ y và 0 ≤ z th̀ı xz ≤ yz.

Tru.̀o.ng số hũ.u ty’ Q là mô. t tru.̀o.ng d̄u.o.. c sắp d̄ối vó.i thú. tu.. thông thu.̀o.ng.

Du.́o.i d̄ây ta sẽ xét xem khi nào th̀ı vành Z/n là mô. t tru.̀o.ng.
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D- i.nh ngh̃ıa 4.8 Nếu vành R chú.a các phà̂n tu.’ a 6= 0, b 6= 0 sao cho ab = 0 th̀ı ta

nói R có u.́o.c cu’a không.

Trái la. i, nếu tù. d̄ă’ ng thú.c ab = 0 (vó.i a, b ∈ R) suy ra hoă.c a = 0 hoă.c b = 0,

th̀ı vành R d̄u.o.. c go. i là không có u.́o.c cu’a không.

Vành Z/6 có u.́o.c cu’a không, bo.’ i v̀ı [2] 6= 0, [3] 6= 0 và

[2][3] = [6] = [0] = 0.

Nói chung, nếu n là mô. t ho.. p số th̀ı Z/n có u.́o.c cu’a không. Thâ. t vâ.y, v̀ı n là

mô. t ho.. p số cho nên n = rs trong d̄ó 0 < r, s < n. Khi d̄ó, [r] 6= 0, [s] 6= 0 và

[r][s] = [n] = [0] = 0.

Mê.nh d̄è̂ 4.9 Mỗi tru.̀o.ng d̄è̂u là mô. t vành không có u.́o.c cu’a không.

Chú.ng minh: Gia’ su.’ K là mô. t tru.̀o.ng, a và b là các phà̂n tu.’ thuô.c K vó.i ab = 0.

Nếu a 6= 0 th̀ı a kha’ nghi.ch. Ta có

b = 1b = (a−1a)b = a−1(ab) = a−10 = 0.

Vâ.y K không có u.́o.c cu’a không. 2

Mê.nh d̄è̂ 4.10 Z/n là mô. t tru.̀o.ng nếu và chı’ nếu n là mô. t số nguyên tố.

Chú.ng minh: Nếu n là mô. t ho.. p số th̀ı Z/n có u.́o.c cu’a không, do d̄ó không là

mô.t tru.̀o.ng.

Gia’ su.’ n = p là mô. t số nguyên tố. Mỗi phà̂n tu.’ khác không trong Z/p d̄è̂u có

da.ng [q] trong d̄ó d̄a. i biê’u q thoa’ mãn d̄iè̂u kiê.n 0 < q < p. Khi d̄ó p và q nguyên

tố cùng nhau, v̀ı thế có các số nguyên k và ` sao cho kp + `q = 1. Hay là

[`][q] = [1] − [kp] = [1]

trong Z/p. D- iè̂u này có ngh̃ıa là [q] kha’ ngi.ch, và [q]−1 = [`]. 2
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Tru.̀o.ng Z/p thu.̀o.ng d̄u.o.. c ký hiê.u là Fp.

Trong vành Z/n có hiê.n tu.o.. ng sau d̄ây:

1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸
n

= 0.

Chuyê.n này không xa’y ra trong các vành Z và Q. Ta d̄i tó.i d̄i.nh ngh̃ıa sau d̄ây.

D- i.nh ngh̃ıa 4.11 Cho R là mô. t vành có d̄o.n vi.. Nếu có số nguyên du.o.ng n sao

cho 1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸
n

= 0, th̀ı số nguyên du.o.ng nho’ nhất có t́ınh chất d̄ó d̄u.o.. c go. i là

d̄ă. c số cu’a vành R. Ngu.o.. c la. i, nếu không có số nguyên du.o.ng n nào nhu. thế th̀ı

ta nói R có d̄ă. c số bà̆ng 0. D- ă.c số cu’a R d̄u.o.. c ký hiê.u là Char(R).

Vı́ du. : Char(Z) = Char(Q) = 0,

Char(Z/n) = n, vó.i mo. i số nguyên du.o.ng n.

Mê.nh d̄è̂ 4.12 Nếu K là mô. t tru.̀o.ng th̀ı Char(K) hoă. c bà̆ng 0 hoă. c là mô. t số

nguyên tố.

Chú.ng minh: D- ă. t m · 1 = 1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸
m

∈ K. Gia’ su.’ n = Char(K) là mô. t ho.. p

số vó.i phân t́ıch n = rs (0 < r, s < n). Dẽ̂ thấy rà̆ng n · 1 = (r · 1)(s · 1) = 0. Vı̀

tru.̀o.ng K không có u.́o.c cu’a không, nên hoă.c (r · 1) = 0 hoă.c (s · 1) = 0. D- iè̂u này

mâu thuẫn vó.i d̄i.nh ngh̃ıa cu’a d̄ă. c số, v̀ı r và s là các số tu.. nhiên nho’ ho.n n. 2

5 Tru.̀o.ng số thu.. c

Tất ca’ các ho.c trò tốt nghiê.p trung ho.c phô’ thông d̄è̂u d̄ã t́ınh toán thuà̂n thu. c vó.i

các số thu.. c. Thế nhu.ng, nếu ho’i ho. “Số thu.. c là g̀ı?” th̀ı chắc chắn ho. sẽ không tra’

lò.i d̄u.o.. c. Thâ. t ra, d̄ó là mô. t vấn d̄è̂ rất khó.

Trong tiết này, chúng ta sẽ xây du.. ng tru.̀o.ng số thu.. c R nhu. là mô. t “bô’ sung”

cu’a tru.̀o.ng số hũ.u ty’ Q, nhà̆m gia’ i quyết t̀ınh tra.ng khó xu.’ mà Pythagore d̄ã gă.p

tù. ho.n 2000 năm tru.́o.c, d̄ó là: Nếu chı’ dùng các số hũ.u ty’ th̀ı d̄u.̀o.ng chéo cu’a
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mô.t h̀ınh vuông d̄o.n vi. sẽ không có d̄ô. dài. Nói cách khác, không tò̂n ta. i số hũ.u

ty’ a thoa’ mãn hê. thú.c a2 = 2. Thâ.t vâ.y, gia’ su.’ a có da.ng phân số tối gia’n p
q
, vó.i

p, q ∈ Z, q 6= 0, khi d̄ó (p
q
)2 = 2. Hay là p2 = 2q2. Tù. d̄ó suy ra p là mô. t số chẵn.

Ta d̄ă. t p = 2p1 trong d̄ó p1 ∈ Z. D- ă’ ng thú.c trên tro.’ thành 2p2
1 = q2. Do d̄ó q cũng

là mô.t số chẵn. D- iè̂u này mâu thuẫn vó.i gia’ thiết nói rà̆ng p
q

là mô. t phân số tối

gia’n.

D- i.nh ngh̃ıa sau d̄ây d̄u.o.. c go.. i ý tù. mô. t nhâ.n xét tru.. c giác là: mỗi lát cắt vào

“d̄u.̀o.ng thă’ ng số thu.. c” d̄è̂u “cha.m” pha’i mô.t số thu.. c duy nhất.

D- i.nh ngh̃ıa 5.1 (Dedekind). Tâ.p ho.. p α các số hũ.u ty’ d̄u.o.. c go. i là mô. t lát cắt

(trong Q) nếu:

(a) α 6= ∅, α 6= Q,

(b) Nếu r ∈ α, và s ∈ Q, s < r, th̀ı s ∈ α,

(c) α không có phà̂n tu.’ ló.n nhất.

Chă’ ng ha.n, tâ.p ho.. p sau d̄ây (d̄u.o.. c ký hiê.u bo.’ i
√

2) là mô. t lát cắt trong Q:

√
2 := {r ∈ Q| r2 < 2}.

D- ối vó.i mỗi số hũ.u ty’ r, ta xét lát cắt sau d̄ây

r∗ = {s ∈ Q| s < r}.

D- ê’ ý rà̆ng r = min(Q \ r∗).

D- i.nh ngh̃ıa 5.2 Gia’ su.’ α là mô. t lát cắt. Nếu có số nho’ nhất trong tâ.p ho.. p Q \α

th̀ı α d̄u.o.. c go. i là mô. t lát cắt hũ.u ty’ . Trái la. i, nếu không có số nho’ nhất trong tâ.p

ho.. p Q \ α th̀ı α d̄u.o.. c go. i là mô. t lát cắt vô ty’ .

Tất nhiên, mo. i lát cắt hũ.u ty’ d̄è̂u có da.ng r∗ vó.i mô. t số hũ.u ty’ r nào d̄ó.

Tâ.p ho.. p các lát cắt d̄u.o.. c sắp thú. tu.. theo quan hê. ≤ sau d̄ây.
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D- i.nh ngh̃ıa 5.3 Gia’ su.’ α, β là các lát cắt. Ta nói α < β (hay β > α) nếu β\α 6= ∅.

Ta nói α ≤ β (hay β ≥ α) nếu α < β hoă.c α = β. Mô.t lát cắt d̄u.o.. c go. i là du.o.ng

hay âm tuỳ theo nó ló.n ho.n hay nho’ ho.n lát cắt 0∗.

Phép cô.ng các lát cắt d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau.

D- i.nh ngh̃ıa 5.4 Gia’ su.’ α, β là các lát cắt. Khi d̄ó lát cắt sau d̄ây d̄u.o.. c go. i là tô’ng

cu’a α và β, ký hiê.u là α + β:

α + β = {r + s| r ∈ α, s ∈ β}.

Dẽ̂ dàng kiê’m tra la. i rà̆ng tâ.p ho.. p α + β trong d̄i.nh ngh̃ıa nói trên là mô. t lát cắt

trong Q.

Vó.i mỗi lát cắt α tò̂n ta. i duy nhất mô.t lát cắt, d̄u.o.. c ký hiê.u là −α, sao cho

α + (−α) = (−α) + α = 0∗. Lát cắt này d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau:

−α = {−r| r ∈ (Q \ α), r không là số nho’ nhất trong Q \ α}.

Chúng ta gă.p mô.t số khó khăn vè̂ kỹ thuâ. t khi d̄i.nh ngh̃ıa t́ıch hai lát cắt. D- ê’

tránh nhũ.ng khó khăn d̄ó, chúng ta d̄u.a ra khái niê.m giá tri. tuyê.t d̄ối.

D- i.nh ngh̃ıa 5.5 Giá tri. tuyê. t d̄ối (còn go. i tắt là tri. tuyê. t d̄ối) cu’a lát cắt α là lát

cắt sau d̄ây:

|α| =

 α nếu α ≥ 0,

−α nếu α < 0.

Tất nhiên |α| ≥ 0 vó.i mo. i α, ho.n nũ.a |α| = 0 khi và chı’ khi α = 0.

Gia’ su.’ α và β là các lát cắt vó.i α ≥ 0∗, β ≥ 0∗. Khi d̄ó tâ.p ho.. p sau d̄ây là mô. t

lát cắt, d̄u.o.. c go. i là t́ıch cu’a α và β, và d̄u.o.. c ký hiê.u là αβ:

αβ = Q− ∪ {rs| r ∈ α, r ≥ 0, s ∈ β, s ≥ 0}.

Bây giò. t́ıch cu’a hai lát cắt bất kỳ d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau:
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D- i.nh ngh̃ıa 5.6 Gia’ su.’ α, β là các lát cắt. Khi d̄ó lát cắt sau d̄ây d̄u.o.. c go. i là t́ıch

cu’a α và β, ký hiê.u là αβ:

αβ =

 |α||β| nếu α ≥ 0∗, β ≥ 0∗ hoă.c α < 0∗, β < 0∗ ,

−(|α||β|) nếu α < 0∗, β ≥ 0∗ hoă.c α ≥ 0∗, β < 0∗ .

D- i.nh ngh̃ıa 5.7 Ta ký hiê.u bo.’ i R tâ.p ho.. p tất ca’ các lát cắt trong Q.

D- i.nh lý sau d̄ây d̄u.o.. c chú.ng minh không mấy khó khăn, nhu.ng d̄òi ho’ i mô.t lao

d̄ô.ng tı’ mı’ .

D- i.nh lý 5.8 Tâ. p ho.. p R d̄u.o.. c trang bi. hai phép toán cô. ng và nhân nói trên là

mô. t tru.̀o.ng có d̄ă. c số bà̆ng 0. Tru.̀o.ng này d̄u.o.. c sắp d̄ối vó.i thú. tu.. ≤. Ánh xa.

Q → R, r 7→ r∗ là mô. t d̄o.n cấu tru.̀o.ng ba’o toàn thú. tu.. .

Trên co. so.’ d̄i.nh lý này, mỗi lát cắt trong Q d̄u.o.. c go. i là mô. t số thu.. c. Mỗi lát

cắt hũ.u ty’ r∗ d̄u.o.. c d̄ò̂ng nhất vó.i số hũ.u ty’ r. Mỗi lát cắt vô ty’ d̄u.o.. c go. i là mô. t

số vô ty’ .

So vó.i tru.̀o.ng số hũ.u ty’ Q th̀ı tru.̀o.ng số thu.. c R u.u viê.t ho.n o.’ t́ınh d̄u’ . D- ê’ diẽ̂n

d̄a.t t́ınh d̄u’ cu’a R ta cà̂n d̄i.nh ngh̃ıa lát cắt trong R. Ba.n d̄o.c hãy so sánh d̄i.nh

ngh̃ıa sau d̄ây vó.i D- i.nh ngh̃ıa 5.1 vè̂ lát cắt trong Q.

D- i.nh ngh̃ıa 5.9 Tâ.p ho.. p α các số thu.. c d̄u.o.. c go. i là mô. t lát cắt (trong R) nếu:

(a) α 6= ∅, α 6= R,

(b) Nếu r ∈ α, và s ∈ R, s < r, th̀ı s ∈ α,

(c) α không có phà̂n tu.’ ló.n nhất.

Theo d̄i.nh ngh̃ıa, lát cắt α trong Q là hũ.u ty’ hay vô ty’ tuỳ theo tâ.p ho.. p Q \ α

có phà̂n tu.’ nho’ nhất hay không. Nói mô.t cách tru.. c giác, các lát cắt vô ty’ không

“cha.m” pha’i phà̂n tu.’ nào cu’a Q. Mô.t trong nhũ.ng biê’u hiê.n cu’a t́ınh d̄u’ cu’a

tru.̀o.ng số thu.. c là mo. i lát cắt trong R d̄è̂u “cha.m” pha’i mô.t số thu.. c nào d̄ó. Cu.

thê’, ta có
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D- i.nh lý 5.10 (T́ınh d̄u’ cu’a tru.̀o.ng số thu.. c). Vó.i mo. i lát cắt α trong R, phà̂n bù

cu’a nó R \ α luôn luôn có phà̂n tu.’ nho’ nhất.

Chú.ng minh: D- ă. t ᾱ := α ∩ Q. Khi d̄ó ᾱ là mô. t lát cắt trong Q. Nói cách khác,

ᾱ là mô. t số thu.. c. Dẽ̂ dàng chú.ng minh rà̆ng vó.i mo. i s ∈ α và mo. i t ∈ R \ α, ta

có s < ᾱ ≤ t. Kết ho.. p d̄iè̂u d̄ó vó.i su.. kiê.n α không có phà̂n tu.’ ló.n nhất, ta suy ra

ᾱ 6∈ α. Vı̀ thế ᾱ = min(R \ α). 2

Chúng ta tro.’ la. i vó.i bài toán d̄o d̄ô. dài cu’a d̄u.̀o.ng chéo cu’a h̀ınh vuông d̄o.n vi..

Số (lát cát) vô ty’
√

2 := {r ∈ Q| r2 < 2}

ch́ınh là số thu.. c thoa’ mãn phu.o.ng tr̀ınh X2 = 2.

Mô.t cách tô’ng quát, có thê’ chú.ng minh d̄u.o.. c rà̆ng nếu d̄ã cho.n mô.t d̄o.n vi. d̄ô.

dài th̀ı mỗi d̄oa.n thă’ ng d̄è̂u có d̄ô. dài là mô. t số thu.. c nào d̄ó. Ngu.o.. c la. i, mỗi số

thu.. c d̄è̂u là d̄ô. dài cu’a mô.t d̄oa.n thă’ ng có hu.́o.ng nào d̄ó.

6 Tru.̀o.ng số phú.c

Mo.’ d̄à̂u tiết tru.́o.c, chúng ta d̄ã chú.ng minh rà̆ng phu.o.ng tr̀ınh X2 − 2 = 0 không

có nghiê.m hũ.u ty’ . D- ó ch́ınh là d̄iê’m kho.’ i d̄à̂u cho viê.c xây du.. ng tru.̀o.ng số thu.. c

R nhu. là mô. t “bô’ sung” cu’a tru.̀o.ng số hũ.u ty’ Q, nhà̆m t̀ım nghiê.m cho phu.o.ng

tr̀ınh d̄ó.

Có mô. t t̀ınh tra.ng tu.o.ng tu.. là phu.o.ng tr̀ınh X2 + 1 = 0 không có nghiê.m thu.. c,

bo.’ i v̀ı b̀ınh phu.o.ng cu’a mo. i số thu.. c d̄è̂u không âm. D- ê’ thoát ra kho’i t̀ınh tra.ng

này, ta cà̂n “mo.’ rô.ng” tru.̀o.ng số thu.. c R bà̆ng cách xây du.. ng thêm “các số mó.i”.

Ta go. i i là mô. t ký hiê.u h̀ınh thú.c (tú.c mô.t “số mó.i”) là nghiê.m cu’a phu.o.ng

tr̀ınh nói trên, tú.c là

i2 = −1.

Ta muốn thu.. c hiê.n d̄u.o.. c mo. i phép toán cô.ng, trù., nhân và chia (cho các số khác 0)

sau khi d̄ã ghép thêm i vào tru.̀o.ng số thu.. c R. D- iè̂u này dẫn ta tó.i viê.c chấp nhâ.n
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các “số mó.i” da.ng a + bi, trong d̄ó a, b ∈ R. Tâ.p ho.. p các số nhu. vâ.y khép ḱın d̄ối

vó.i bốn phép toán nói trên. Thâ. t vâ.y, su.’ du.ng hê. thú.c i2 = −1 ta có:

(a + bi) ± (c + di) = (a + c) ± (b + d)i,

(a + bi)(c + di) = (ac − bd) + (ad + bc)i,

a + bi

c + di
=

(a + bi)(c − di)

c2 + d2

=
ac + bd

c2 + d2
+

(bc − ad)i

c2 + d2
,

(vó.i c + di 6= 0, tú.c là c 6= 0 hoă.c d 6= 0).

Tuy nhiên, vẫn còn mô.t câu ho’i: “Vâ.y i là cái g̀ı ?”.

D- ê’ tránh t̀ınh tra.ng khó su.’ này ta hãy d̄ò̂ng nhất a + bi vó.i că.p số thu.. c (a, b).

Nhũ.ng phân t́ıch o.’ trên dẫn ta tó.i d̄i.nh ngh̃ıa sau d̄ây.

D- i.nh ngh̃ıa 6.1 Mô.t că.p có thú. tu.. hai số thu.. c (a, b) d̄u.o.. c go. i là mô. t số phú.c.

Tâ.p ho.. p tất ca’ các số phú.c d̄u.o.. c ký hiê.u bo.’ i C:

C = {(a, b)|a, b ∈ R}.

Ta d̄i.nh ngh̃ıa các phép toán cô.ng và nhân các số phú.c nhu. sau:

(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d),

(a, b)(c, d) = (ac − bd, ad + bc).

Mê.nh d̄è̂ sau d̄ây d̄u.o.. c kiê’m tra mô.t cách dẽ̂ dàng.

Mê.nh d̄è̂ 6.2 Tâ. p các số phú.c C cùng vó.i hai phép toán cô. ng và nhân d̄i.nh ngh̃ıa

o.’ trên lâ. p nên mô. t tru.̀o.ng có d̄ă. c số bà̆ng không. 2

Phà̂n tu.’ trung lâ.p d̄ối vó.i phép cô.ng là 0 = (0, 0). D- o.n vi. cu’a phép nhân là

1 = (1, 0). Nghi.ch d̄a’o cu’a số phú.c (a, b) 6= 0 là

(a, b)−1 = (
a

a2 + b2
,

−b

a2 + b2
).
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Nhâ.n xét: Theo d̄i.nh ngh̃ıa, hai số phú.c (a, b) và (c, d) bà̆ng nhau nếu và chı’ nếu

a = c, b = d.

Ta có

(a, 0) + (b, 0) = (a + b, 0),

(a, 0)(b, 0) = (ab, 0).

Nói cách khác, ánh xa.

ι : R → C,

a 7→ (a, 0)

là mô. t d̄o.n cấu vành. Vı̀ thế, ta có thê’ d̄ò̂ng nhất số thu.. c a ∈ R vó.i số phú.c có

da.ng (a, 0). Khi d̄ó tâ.p ho.. p các số thu.. c R d̄u.o.. c d̄ò̂ng nhất vó.i tâ.p ho.. p các số phú.c

da.ng {(a, 0)|a ∈ R}. Ngu.̀o.i ta nói tru.̀o.ng số thu.. c R là mô. t tru.̀o.ng con cu’a tru.̀o.ng

số phú.c C.

D- ă. t i = (0, 1) ∈ C. Ta có i2 = (0, 1)(0, 1) = (−1, 0) ≡ −1. Nhu. thế, ta d̄ã có

“vâ. t liê.u” d̄ê’ xây du.. ng “số mó.i” i. Ta go. i i là d̄o.n vi. a’o.

Mỗi số phú.c z = (a, b) có thê’ viết du.́o.i da.ng

z = (a, b) = (a, 0) + (b, 0)(0, 1) = a + bi.

trong d̄ó a, b ∈ R. D- ó là da. ng d̄a. i số cu’a số phú.c. Ta go. i a là phà̂n thu.. c cu’a z, ký

hiê.u a = Rez, còn b là phà̂n a’o cu’a z, ký hiê.u Imz.

Số phú.c z mà Imz = 0 ch́ınh là mô.t số thu.. c. Số phú.c z có Rez = 0 d̄u.o.. c go. i

là mô. t số thuà̂n a’o.

Bây giò. ta xét biê’u diẽ̂n h̀ınh ho. c cu’a các số phú.c.

Trên mă.t phă’ ng xét mô. t hê. tru. c toa. d̄ô. Descartes vuông góc Oxy. Số phú.c

z = a + bi d̄u.o.. c biê’u diẽ̂n trên mă.t phă’ ng bo.’ i d̄iê’m M có toa. d̄ô. (a, b), hoă.c bo.’ i

véc to. ~OM d̄i tù. d̄iê’m gốc toa. d̄ô. O tó.i d̄iê’m M . Cô.ng các số phú.c ch́ınh là cô.ng

các vécto. tu.o.ng ú.ng vó.i chúng.
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Mă.t phă’ ng toa. d̄ô. d̄u.o.. c go. i là mă. t phă’ ng phú.c. Các số thu.. c d̄u.o.. c biê’u diẽ̂n

trên tru. c Ox, d̄u.o.. c go. i là tru. c thu.. c. Các số thuà̂n a’o d̄u.o.. c biê’u diẽ̂n trên tru. c Oy,

d̄u.o.. c go. i là tru. c a’o.

Phép d̄ối xú.ng qua tru. c thu.. c d̄u.o.. c go. i là phép liên ho.. p phú.c. Cu. thê’ ho.n, ta

có

D- i.nh ngh̃ıa 6.3 Số phú.c z̄ = a − bi d̄u.o.. c go. i là liên ho.. p cu’a số phú.c z = a + bi,

trong d̄ó a, b là các số thu.. c.

Ta dẽ̂ dàng kiê’m tra la. i rà̆ng

z + t = z̄ + t̄,

zt = z̄t̄.

Phà̂n cuối cu’a tiết này d̄u.o.. c dành cho viê.c kha’o sát da. ng lu.o.. ng giác cu’a số

phú.c. Da.ng lu.o.. ng giác d̄ă. c biê.t thuâ.n tiê.n cho viê.c nâng lên luỹ thù.a và khai căn

các số phú.c.

Gia’ su.’ z = a + bi 6= 0 (tú.c là a2 + b2 6= 0). Ta có

z =
√

a2 + b2(
a√

a2 + b2
+

b√
a2 + b2

i).
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Ta d̄ă. t r =
√

a2 + b2 và nhâ.n xét rà̆ng tò̂n ta. i góc ϕ xác d̄i.nh sai khác 2kπ (k ∈ Z)

sao cho

cos ϕ =
a√

a2 + b2
, sin ϕ =

b√
a2 + b2

.

Khi d̄ó z = r(cos ϕ + i sin ϕ).

D- i.nh ngh̃ıa 6.4 Số thu.. c không âm r =
√

a2 + b2 d̄u.o.. c go. i là môd̄un cu’a số phú.c

z = a+bi, ký hiê.u r = |z|; còn góc ϕ d̄u.o.. c go. i là argument cu’a z, ký hiê.u ϕ = arg z.

Argument cu’a số phú.c z = 0 không d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa.

Gia’ su.’ z = |z|(cos ϕ + i sin ϕ), t = |t|(cos ψ + i sin ψ). Khi d̄ó

zt = |z||t|[(cos ϕ cos ψ − sin ϕ sin ψ) + i(sin ϕ cos ψ + cos ϕ sin ψ)]

= |z||t|(cos(ϕ + ψ) + i sin(ϕ + ψ)).

Nói cách khác

|zt| = |z||t|,

arg(zt) = arg(z) + arg(t),

trong d̄ó d̄iè̂u kiê.n d̄ê’ có d̄ă’ ng thú.c cuối là arg(z) và arg(t) d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa.

Nói riêng, ta có

zn = (|z|(cos ϕ + i sin ϕ))n = |z|n(cos nϕ + i sin nϕ).

D- ă.c biê.t, vó.i |z| = 1, ta có Công thú.c Moivre:

(cos ϕ + i sin ϕ))n = cos nϕ + i sin nϕ.

Tiếp theo, ta xét bài toán khai căn bâ. c n cu’a số phú.c z, tú.c là t̀ım tất ca’ các

số phú.c u sao cho un = z.

Nếu z = 0 th̀ı u = 0 là lò.i gia’ i duy nhất.

Nếu z 6= 0, ta d̄ă. t z = |z|(cos ϕ+i sin ϕ) và t̀ım u du.́o.i da.ng u = |u|(cos θ+i sin θ).

Ta có

un = z ⇐⇒ |u|n(cos nθ + i sin nθ) = |z|(cos ϕ + i sin ϕ)
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⇐⇒

 |u|n = |z|,

nθ = ϕ + 2kπ (k ∈ Z)

⇐⇒

 |u| = n

√
|z| (căn số ho.c),

θ = ϕ+2kπ
n

(k ∈ Z).

Nhu. vâ.y, có d̄úng n căn bâ.c n cu’a mỗi số phú.c z 6= 0, ú.ng vó.i các giá tri. k =

1, 2, ..., n− 1. Các căn này lâ.p nên n d̄ı’nh cu’a mô.t d̄a giác d̄è̂u n ca.nh vó.i tâm ta. i

gốc toa. d̄ô. .

Nói riêng, có d̄úng n căn bâ.c n cu’a d̄o.n vi. 1, d̄ó là

ωk = cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
(k = 1, 2, ..., n − 1).

Căn ωk d̄u.o.. c go. i là mô. t căn nguyên thuy’ bâ.c n cu’a 1 nếu mo. i căn bâ.c n cu’a 1 d̄è̂u

là mô. t luỹ thù.a nào d̄ó cu’a ωk. D- iè̂u này xa’y ra khi và chı’ khi k và n nguyên tố

cùng nhau.

Tất ca’ các căn bâ.c n cu’a mỗi số phú.c z d̄è̂u nhâ.n d̄u.o.. c bà̆ng cách nhân mô.t

căn nhu. thế vó.i tất ca’ các căn bâ.c n cu’a d̄o.n vi..

Viê.c kha’o sát các căn phú.c d̄ã cho thấy tru.̀o.ng số phú.c “phong phú” ho.n rất

nhiè̂u so vó.i tru.̀o.ng số thu.. c. Tro.’ la. i xét phu.o.ng tr̀ınh X2 + 1 = 0, ta d̄ã biết rà̆ng

nó có d̄úng hai nghiê.m phú.c (±i), là các căn bâ.c hai cu’a (−1). Trong tiết sau ta

sẽ thấy tru.̀o.ng số phú.c cung cấp “d̄u’ nghiê.m” cho tất ca’ các d̄a thú.c hê. số phú.c.

7 D- a thú.c

Chúng ta tr̀ınh bày o.’ d̄ây mô.t cách hiê’u tru.. c giác nhất vè̂ d̄a thú.c.

Gia’ su.’ K là mô. t tru.̀o.ng. Biê’u thú.c h̀ınh thú.c

f(X) = anX
n + an−1X

n−1 + · · · + a1X + a0,

trong d̄ó a0, a1, .., an ∈ K, d̄u.o.. c go. i là mô. t d̄a thú.c cu’a â’n X (hay biến X) vó.i hê.

số trong K.
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Nếu an 6= 0 th̀ı ta nói f(X) có bâ.c n, và viết deg f(X) = n; còn an d̄u.o.. c go. i là

hê. số bâ.c cao nhất cu’a f(X). Nếu a0 = a1 = · · · = an = 0 th̀ı f(X) d̄u.o.. c go. i là d̄a

thú.c 0, và d̄u.o.. c coi là có bâ.c bà̆ng −∞.

Tâ.p ho.. p các d̄a thú.c â’n X vó.i hê. số trong K d̄u.o.. c ký hiê.u là K[X]. Ta trang

bi. cho tâ.p ho.. p này hai phép toán cô.ng và nhân nhu. sau:

Phép cô.ng:

(anX
n + · · · + a0) + (bmXn + · · · + b0)

:= anX
n + · · · + am+1X

m+1 + (am + bm)Xm + · · · + (a0 + b0),

(o.’ d̄ây ta gia’ su.’ không gia’m tô’ng quát n ≥ m).

Phép nhân:

(anX
n + · · · + a0)(bmXn + · · · + b0) := cn+mXn+m + · · · + c0,

trong d̄ó ck =
∑

i+j=k aibj.

Mê.nh d̄è̂ 7.1 K[X] cùng vó.i hai phép toán nói trên lâ. p nên mô. t vành giao hoán,

có d̄o.n vi., không có u.́o.c cu’a không vó.i d̄ă. c số CharK[X] = CharK.

Chú.ng minh: Nhâ.n xét rà̆ng d̄ối vó.i các d̄a thú.c f(X) và g(X) ta có

deg(f(X)g(X)) = deg f(X) + deg g(X).

T́ınh chất này dẫn tó.i su.. kiê.n K[X] không có u.́o.c cu’a không.

Các khă’ ng d̄i.nh còn la. i cu’a mê.nh d̄è̂ d̄è̂u dẽ̂ kiê’m tra. 2

Ta thù.a nhâ.n d̄i.nh lý sau d̄ây.

D- i.nh lý 7.2 (Phép chia Euclid vó.i du.). Gia’ su.’ f(X) và g(X) 6= 0 là các d̄a thú.c

cu’a vành K[X]. Khi d̄ó tò̂n ta. i duy nhất các d̄a thú.c q(X) và r(X) trong K[X] sao

cho

f(X) = g(X)q(X) + r(X),

trong d̄ó deg r(X) < deg g(X).
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Các d̄a thú.c q(X) và r(X) d̄u.o.. c go. i tu.o.ng ú.ng là thu.o.ng và phà̂n du. trong

phép chia f(X) cho g(X). Nếu r(X) = 0, tú.c là f(X) = g(X)q(X), ta nói f(X)

chia hết cho g(X) trong K[X], hoă.c g(X) là mô. t u.́o.c cu’a f(X) trong K[X].

Phà̂n tu.’ c ∈ K d̄u.o.. c go. i là mô. t nghiê.m cu’a d̄a thú.c f(X) = anX
n+· · ·+a1X+a0

nếu

f(c) = anc
n + · · · + a1c + a0 = 0 ∈ K.

Ta có d̄i.nh lý sau d̄ây liên hê. giũ.a nghiê.m và t́ınh chia hết cu’a d̄a thú.c.

D- i.nh lý 7.3 (Bézout). D- a thú.c f(X) ∈ K[X] nhâ. n c ∈ K là mô. t nghiê.m nếu và

chı’ nếu tò̂n ta. i mô. t d̄a thú.c q(X) ∈ K[X] sao cho

f(X) = (X − c)q(X).

Chú.ng minh: Nếu f(X) = (X − c)q(X) th̀ı f(c) = (c − c)q(c) = 0 ∈ K. Do d̄ó c

là mô. t nghiê.m cu’a f(X).

Ngu.o.. c la. i, gia’ su.’ c là mô. t nghiê.m cu’a f(X). Ta chia f(X) cho d̄a thú.c khác

không (X − c):

f(X) = (X − c)q(X) + r(X),

trong d̄ó q(X), r(X) ∈ K[X] và deg r(X) < deg(X − c) = 1. Nhu. thế, deg r(X)

hoă.c bà̆ng 0 hoă.c bà̆ng −∞. Trong ca’ hai tru.̀o.ng ho.. p r(X) d̄è̂u là d̄a thú.c hà̆ng,

r(X) = r ∈ K. Ta có

0 = f(c) = (c − c)q(c) + r = r.

Vâ.y r = 0. Tù. d̄ó f(X) = (X − c)q(X). 2

D- i.nh ngh̃ıa 7.4 Phà̂n tu.’ c ∈ K d̄u.o.. c go. i là mô. t nghiê.m bô. i k cu’a d̄a thú.c f(X)

nếu f(X) chia hết cho (X − c)k, nhu.ng không chia hết cho (X − c)k+1 trong K[X].

Vı́ du. : D- a thú.c f(X) = X(X − 1)2 có các nghiê.m X = 0 vó.i bô. i 0 và X = 1 vó.i

bô. i 2.
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D- i.nh ngh̃ıa 7.5 D- a thú.c f(X) ∈ K[X] d̄u.o.. c go. i là bất kha’ quy trên K nếu nó

có bâ.c du.o.ng và nếu nó không thù.a nhâ.n mô.t phân t́ıch nào có da.ng f(X) =

g(X)h(X), trong d̄ó các d̄a thú.c g(X), h(X) ∈ K[X] d̄è̂u có bâ.c nho’ ho.n deg f(X).

Mô.t d̄a thú.c d̄u.o.. c go. i là kha’ quy trên K nếu nó không bất kha’ quy trên K.

Nói cách khác, d̄a thú.c f(X) ∈ K[X] là bất kha’ quy trên K nếu nó có bâ.c

du.o.ng và chı’ chia hết cho các d̄a thú.c bâ.c du.o.ng có da.ng kf(X) ∈ K[X], trong

d̄ó k ∈ K \ {0}.

Vı́ du. :

(1) Mo. i d̄a thú.c bâ.c nhất d̄è̂u bất kha’ quy.

(2) D- a thú.c bâ.c hai bất kha’ quy trên K nếu và chı’ nếu nó vô nghiê.m trong K.

(3) D- a thú.c bâ.c ló.n ho.n 1 có nghiê.m trong K th̀ı không bất kha’ quy trên K

(4) D- a thú.c X2 − 2 bất kha’ quy trên Q nhu.ng kha’ quy trên R.

(5) D- a thú.c X2 + 1 bất kha’ quy trên R, nhu.ng kha’ quy trên C.

Chúng ta thù.a nhâ.n d̄i.nh lý sau d̄ây, nói vè̂ t́ınh d̄óng d̄a. i số cu’a tru.̀o.ng số

phú.c.

D- i.nh lý 7.6 (D- i.nh lý co. ba’n cu’a D- a. i số ho.c).

Mo. i d̄a thú.c bâ. c du.o.ng vó.i hê. số phú.c d̄è̂u có nghiê.m phú.c.

Nói cách khác, mô.t d̄a thú.c hê. số phú.c là bất kha’ quy trên C khi và chı’ khi nó

là mô. t d̄a thú.c bâ.c nhất.

Nhu. vâ.y, nếu f(X) ∈ C[X] có bâ.c n th̀ı nó thù.a nhâ.n phân t́ıch

f(X) = an(X − z1) · · · (X − zn)

trong d̄ó an 6= 0 là hê. số bâ.c cao nhất cu’a f(X), và z1, ..., zn là các số phú.c nào d̄ó.
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Cho tó.i nay, mo. i chú.ng minh d̄ã biết cu’a d̄i.nh lý này d̄è̂u mang ba’n sắc Tôpô,

Hı̀nh ho.c hoă.c Gia’ i t́ıch. Chu.a có mô. t chú.ng minh thuà̂n tuý d̄a. i số nào cho d̄i.nh

lý này.

Nhắc la. i rà̆ng tam thú.c bâ.c hai hê. số thu.. c aX2 + bX + c không có nghiê.m thu.. c

nếu và chı’ nếu biê.t thú.c cu’a nó ∆ = b2 − 4ac < 0.

Mô.t ú.ng du.ng cu’a d̄i.nh lý co. ba’n cu’a d̄a. i số ho.c là khă’ ng d̄i.nh sau d̄ây.

D- i.nh lý 7.7 Mô. t d̄a thú.c hê. số thu.. c là bất kha’ quy trên R nếu và chı’ nếu nó hoă. c

là mô. t d̄a thú.c bâ. c nhất hoă. c là mô. t d̄a thú.c bâ. c hai vó.i biê. t thú.c âm. Ho.n nũ.a,

mo. i d̄a thú.c f(X) ∈ R[X] d̄è̂u thù.a nhâ. n phân t́ıch

f(X) = an(X − x1)
k1 · · · (X − xr)

kr(X2 + b1X + c1)
`1 · · · (X2 + bsX + cs)

`s ,

trong d̄ó an là hê. số bâ. c cao nhất cu’a f(X),
∑r

i=1 ki +
∑s

j=1 `j = n = deg f(X),

x1, ..., xr là các số thu.. c và các tam thú.c bâ. c hai hê. số thu.. c (X2 + biX + ci) d̄è̂u

không có nghiê.m thu.. c.

Chú.ng minh: Rõ ràng mo. i d̄a thú.c hê. số thu.. c bâ.c nhất hoă.c bâ.c hai vó.i biê.t thú.c

âm d̄è̂u bất kha’ quy trên R. Khă’ ng d̄i.nh ngu.o.. c la. i d̄u.o.. c bao hàm trong phân t́ıch

cà̂n t̀ım cho mo. i d̄a thú.c f(X) nói trong d̄i.nh lý.

Go. i x1, ..., xr là tất ca’ các nghiê.m thu.. c cu’a f(X) vó.i bô. i tu.o.ng ú.ng bà̆ng

k1, ..., kr. Ta có

f(X) = an(X − x1)
k1 · · · (X − xr)

krP (X),

trong d̄ó P (X) là mô. t d̄a thú.c hê. số thu.. c nhu.ng không có nghiê.m thu.. c. Gia’ su.’ z1

là mô. t nghiê.m phú.c cu’a P (X), khi d̄ó z̄1 cũng là mô.t nghiê.m cu’a P (X). Thâ. t vâ.y,

P (X) có da.ng

P (X) = dmXm + · · · + d1X + d0,

trong d̄ó dm, ..., d0 là các số thu.. c, tú.c là d̄i = di. Dẽ̂ thấy rà̆ng

0 = P (z1) = dmzm
1 + · · · + d1z1 + d0
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= d̄mzm
1 + · · · + d̄1z̄1 + d̄0

= dmz̄m
1 + · · · + d1z̄1 + d0

= P (z̄1).

Theo d̄i.nh lý Bézout P (X) = (X − z1)P1(X). Tù. d̄ó

P (z̄1) = (z̄1 − z1)P1(z̄1) = 0.

Vı̀ z1 không pha’i là số thu.. c, nên (z̄1 − z1) 6= 0. Do d̄ó P1(z̄1) = 0. Áp du.ng d̄i.nh lý

Bézout mô.t là̂n nũ.a cho P1(X) ta nhâ.n d̄u.o.. c

P (X) = (X − z1)(X − z̄1)Q(X),

trong d̄ó Q(X) là mô. t d̄a thú.c. Nhâ.n xét rà̆ng

(X − z1)(X − z̄1) = X2 − (z1 + z̄1)X + z1z̄1

= X2 − 2(Re(Z1)X + |z1|2

là mô. t tam thú.c bâ.c hai hê. số thu.. c nhu.ng không có nghiê.m thu.. c. Do t́ınh duy nhất

cu’a phép chia d̄a thú.c P (X) cho d̄a thú.c X2 − 2(Re(Z1)X + |z1|2 trong các vành

R[X] và C[X], ta kết luâ.n Q(X) cũng là mô. t d̄a thú.c hê. số thu.. c. Nó không có

nghiê.m thu.. c v̀ı P (X) cũng vâ.y. Nhu. thế, có thê’ lă.p la. i nhũ.ng lâ.p luâ.n o.’ trên vó.i

Q(X) thay cho P (X). Bo.’ i v̀ı deg Q(X) < deg P (X), cho nên ta nhâ.n d̄u.o.. c phân

t́ıch cu’a f(X) nhu. nói trong d̄i.nh lý bằng cách quy na.p theo deg P (X). 2

Bài tâ.p

1. Chú.ng minh các t́ınh chất kết ho.. p, giao hoán, phân phối cu’a các phép toán

ho.. p và giao trên tâ.p ho.. p. Chú.ng minh công thú.c d̄ối ngẫu De Morgan cho

hiê.u cu’a ho.. p và giao cu’a mô.t ho. tuỳ ý các tâ.p ho.. p.
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2. Chú.ng minh rà̆ng

(a) (A \ B) ∪ (B \ A) = ∅ ⇐⇒ A = B,

(b) A = (A \ B) ∪ (A ∩ B),

(c) (A \ B) ∪ (B \ A) = (A ∪ B) \ (A ∩ B),

(d) A ∩ (B \ C) = (A ∩ B) \ (A ∩ C),

(e) A ∪ (B \ A) = (A ∪ B),

(f) A \ (A \ B) = A ∩ B.

3. Chú.ng minh rà̆ng

(a) (A × B) ∩ (B × A) 6= ∅ ⇐⇒ A ∩ B 6= ∅,

(b) (A × C) ∩ (B × D) = (A ∩ B) × (C ∩ D).

4. Gia’ su.’ f : X → Y là mô. t ánh xa. và A,B ⊂ X. Chú.ng minh rà̆ng

(a) f(A ∪ B) = f(A) ∪ f(B),

(b) f(A ∩ B) ⊂ f(A) ∩ f(B),

(c) f(A \ B) ⊃ f(A) \ f(B).

Hãy t̀ım các v́ı du. d̄ê’ chú.ng to’ rà̆ng không có dấu bà̆ng o.’ các mu. c (b) và (c).

5. Cho ánh xa. f : X → Y và các tâ.p con A,B ⊂ Y . Chú.ng minh rà̆ng

(a) f−1(A ∪ B) = f−1(A) ∪ f−1(B),

(b) f−1(A ∩ B) = f−1(A) ∩ f−1(B),

(c) f−1(A \ B) = f−1(A) \ f−1(B).

6. Chú.ng minh hai mê.nh d̄è̂ vè̂ ánh xa. o.’ cuối §2.
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7. Xét xem ánh xa. f : R → R xác d̄i.nh bo.’ i công thú.c f(x) = x2−3x+2 có pha’i

là mô. t d̄o.n ánh hay toàn ánh hay không. T̀ım f(R), f(0), f−1(0), f([0, 5]),

f−1([0, 5]).

8. Gia’ su.’ A là mô. t tâ.p gò̂m d̄úng n phà̂n tu.’ . Chú.ng minh rằng tâ.p ho.. p P(A)

các tâ.p con cu’a A có d̄úng 2n phà̂n tu.’ .

9. Chú.ng minh rà̆ng tâ.p ho.. p R+ các số thu.. c du.o.ng có lu.. c lu.o.. ng continum.

(Go.. i ý: Xét ánh xa. exp : R → R+, vó.i exp(x) = ex.)

10. Cho hai số thu.. c a, b vó.i a < b. Chú.ng minh rà̆ng khoa’ng số thu.. c (a, b) = {x ∈

R| a < x < b} có lu.. c lu.o.. ng continum. (Go.. i ý: Xét ánh xa. ϕ : (a, b) → R+

xác d̄i.nh bo.’ i ϕ(x) = a−x
x−b

.)

11. Mô.t số thu.. c d̄u.o.. c go. i là mô. t số d̄a. i số nếu nó là nghiê.m cu’a mô.t phu.o.ng

tr̀ınh d̄a thú.c nào d̄ó vó.i các hê. số nguyên. Chú.ng minh rà̆ng tâ.p các số d̄a. i

số là mô. t tâ.p d̄ếm d̄u.o.. c. Tù. d̄ó suy ra rà̆ng tâ.p ho.. p các số thu.. c không pha’i

là số d̄a. i số là mô. t tâ.p vô ha.n không d̄ếm d̄u.o.. c.

12. Lâ.p ba’ng cô.ng và ba’ng nhân cu’a vành Z/n vó.i n = 12 và n = 15. Du.. a vào

ba’ng, t̀ım các phà̂n tu.’ kha’ nghi.ch d̄ối vó.i phép nhân trong hai vành d̄ó.

13. Go. i (Z/n)∗ là tâ.p ho.. p các phà̂n tu.’ kha’ nghi.ch d̄ối vó.i phép nhân trong Z/n.

Chú.ng minh rà̆ng

(Z/n)∗ = {[x]| x và n nguyên tố cùng nhau}.

14. Cho R là mô. t vành có d̄o.n vi.. Go. i R∗ là tâ.p ho.. p các phà̂n tu.’ kha’ nghi.ch d̄ối

vó.i phép nhân trong R. Chú.ng minh rà̆ng R∗ là mô. t nhóm d̄ối vó.i phép nhân

cu’a R.

15. Cho R là mô. t vành có d̄o.n vi. 1 6= 0 và các phà̂n tu.’ x, y ∈ R. Chú.ng minh

rà̆ng
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(a) Nếu xy và yx kha’ nghi.ch th̀ı x và y kha’ nghi.ch.

(b) Nếu R không có u.́o.c cu’a không và xy kha’ nghi.ch th̀ı x và y kha’ nghi.ch.

16. Cho R là mô. t vành hũ.u ha.n. Chú.ng minh rà̆ng

(a) Nếu R không có u.́o.c cu’a không th̀ı nó có d̄o.n vi. và mo. i phà̂n tu.’ khác

không cu’a R d̄è̂u kha’ nghi.ch. (Go.. i ý: Các phép nhân bên pha’i hoă.c bên

trái vó.i mô. t phà̂n tu.’ cố d̄i.nh khác không d̄è̂u là các song ánh R → R.)

(b) Nếu R có d̄o.n vi. th̀ı mo. i phà̂n tu.’ kha’ nghi.ch mô.t ph́ıa trong R d̄è̂u kha’

nghi.ch.

17. Chú.ng minh rà̆ng tâ.p ho.. p các số thu.. c

Q(
√

2) = {a + b
√

2| a, b ∈ Q}

lâ.p nên mô.t tru.̀o.ng vó.i các phép toán cô.ng và nhân thông thu.̀o.ng.

18. Chú.ng minh rà̆ng các tru.̀o.ng Q(
√

2) và Q(
√

3) không d̄ă’ ng cấu vó.i nhau.

19. Chú.ng minh rà̆ng nếu số phú.c z 6∈ R th̀ı tru.̀o.ng gò̂m các phà̂n tu.’ có da.ng

R(z) = {a + bz| a, b ∈ R}

trùng vó.i tru.̀o.ng số phú.c C.

20. Chú.ng minh rằng các tru.̀o.ng C và Z/p, vó.i p nguyên tố, không là tru.̀o.ng

d̄u.o.. c sắp toàn phà̂n d̄ối vó.i bất kỳ thú. tu.. nào.

21. Chú.ng minh rà̆ng ánh xa. ϕ : R → C∗ xác d̄i.nh bo.’ i công thú.c ϕ(x) =

cos x + i sin x là mô. t d̄ò̂ng cấu tù. nhóm R vó.i phép cô.ng vào nhóm C∗ vó.i

phép nhân. T̀ım tâ.p giá tri. cu’a ϕ. D- ò̂ng cấu ϕ có pha’i là mô. t toàn cấu hay

mô.t d̄o.n cấu không?
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22. Chú.ng minh rà̆ng d̄ối vó.i số phú.c z:

z = z̄ ⇐⇒ z ∈ R,

z = −z̄ ⇐⇒ z là thuà̂n a’o.

23. Khi nào th̀ı t́ıch cu’a hai số phú.c là mô. t số thu.. c? Khi nào th̀ı tô’ng và t́ıch cu’a

hai số phú.c d̄è̂u là số thu.. c?

24. T́ınh i77, i99, i−57, in, (1 + i)n vó.i n ∈ Z.

25. Chú.ng minh các d̄ă’ ng thú.c

(1 + i)8n = 24n,

(1 + i)4n = (−1)n22n, (n ∈ Z).

26. Chú.ng minh rà̆ng nếu z+z−1 = 2 cos ϕ trong d̄ó ϕ ∈ R th̀ı zn+z−n = 2 cos nϕ,

vó.i mo. i n ∈ N.

27. T́ınh

(a)
1 − 2i

4 + 3i
, (b)

(1 − i)n

(1 −
√

3i)n
, (c)

(1 +
√

3i)n

(1 + i)n+1
.

28. (a) T̀ım da.ng lu.o.. ng giác cu’a số phú.c (1 + itgϕ)/(1 − itgϕ),

(b) Trên mă.t phă’ ng phú.c, t̀ım tâ.p ho.. p các d̄iê’m tu.o.ng ú.ng vó.i

{z = (1 + ti)/(1 − ti)| t ∈ R}.

29. D- ă’ ng thú.c sau d̄ây có d̄úng không ns
√

zs = n
√

z, trong d̄ó z ∈ C, n, s ∈ N ?

30. (a) T̀ım các căn bâ.c ba cu’a 1 + i, và 1 −
√

3i .

(b) T̀ım các căn bâ.c n cu’a i, 1 − i, và 1 +
√

3i .

31. Chú.ng minh rà̆ng tô’ng cu’a tất ca’ các căn bâ.c n cu’a mô.t số phú.c bất kỳ d̄è̂u

bà̆ng 0.
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32. Phân t́ıch các d̄a thú.c sau d̄ây thành các nhân tu.’ bất kha’ quy trong các vành

R[X] và C[X]:

(a) X3 + 3X2 + 5X + 3,

(b) X3 − X2 − X − 2.

33. Chú.ng minh rà̆ng d̄a thú.c X3m + X3n+1 + X3p+2 chia hết cho d̄a thú.c X2 +

X + 1, vó.i mo. i m,n, p nguyên du.o.ng.

34. T̀ım tất ca’ các bô. ba nguyên du.o.ng m,n, p sao cho d̄a thú.c X3m − X3n+1 +

X3p+2 chia hết cho d̄a thú.c X2 − X + 1.
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Chu.o.ng I

KHÔNG GIAN VÉCTO
.

D- ối tu.o.. ng ban d̄à̂u cu’a môn D- a. i số tuyến t́ınh là viê.c gia’ i và biê.n luâ.n các hê.

phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh. Tuy vâ.y, d̄ê’ có thê’ hiê’u thấu d̄áo d̄iè̂u kiê.n d̄a’m ba’o cho

mô.t hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh có nghiê.m và cấu trúc nghiê.m cu’a nó, ngu.̀o.i ta

d̄ã d̄u.a ra khái niê.m không gian vécto. và khái niê.m này d̄ã tro.’ thành mô.t trong

nhũ.ng tru. cô. t cu’a môn D- a. i số tuyến t́ınh. Không gian vécto. sau d̄ó d̄ã d̄u.o.. c su.’

du.ng phô’ biến trong mo. i l̃ınh vu.. c cu’a toán ho.c.

1 Khái niê.m không gian vécto.

Trong suốt chu.o.ng này, ta luôn gia’ su.’ K là mô. t tru.̀o.ng.

D- i.nh ngh̃ıa 1.1 Tâ.p ho.. p V 6= ∅ d̄u.o.. c go. i là mô. t không gian vécto. trên K nếu nó

d̄u.o.. c trang bi. hai phép toán, gò̂m

(a) Phép cô.ng vécto.:

+ : V × V → V

(α, β) 7→ α + β,

(b) Phép nhân vécto. vó.i vô hu.́o.ng:

· : K × V → V

(a, α) 7→ aα;
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Các phép toán này thoa’ mãn nhũ.ng d̄iè̂u kiê.n (hoă.c tiên d̄è̂) sau d̄ây:

(V1) (α + β) + γ = α + (β + γ), ∀α, β, γ ∈ V,

(V2) ∃0 ∈ V : 0 + α = α + 0 = α, ∀α ∈ V,

(V3) ∀α ∈ V, ∃α′ ∈ V : α + α′ = α′ + α = 0,

(V4) α + β = β + α, ∀α, β ∈ V,

(V5) (a + b)α = aα + bα, ∀a, b ∈ K,∀α ∈ V,

(V6) a(α + β) = aα + aβ, ∀a ∈ K, ∀α, β ∈ V,

(V7) a(bα) = (ab)α, ∀a, b ∈ K,∀α ∈ V,

(V8) 1α = α, ∀α ∈ V.

Các phà̂n tu.’ cu’a V d̄u.o.. c go. i là các vécto., các phà̂n tu.’ cu’a K d̄u.o.. c go. i là các

vô hu.́o.ng.

Bốn tiên d̄è̂ d̄à̂u nói rà̆ng V là mô. t nhóm abel d̄ối vó.i phép cô.ng. Các tiên d̄è̂

(V5) - (V7) nói rà̆ng phép nhân vó.i vô hu.́o.ng có t́ınh phân phối d̄ối vó.i phép cô.ng

vô hu.́o.ng, phân phối d̄ối vó.i phép cô.ng vécto. và có t́ınh chất cu’a mô.t “tác d̄ô.ng”.

Tiên d̄è̂ (V8) nói rà̆ng phép nhân vó.i vô hu.́o.ng d̄u.o.. c chuâ’n hoá.

Mô.t không gian vécto. trên K còn d̄u.o.. c go. i là mô. t K-không gian vécto., hay d̄o.n

gia’n: mô.t không gian vécto., nếu K d̄ã rõ.

Khi K = R, V d̄u.o.. c go. i là mô. t không gian vécto. thu.. c. Khi K = C, V d̄u.o.. c

go. i là mô. t không gian vécto. phú.c.

Vı́ du. 1.2 (a) Các vécto. tu.. do trong h̀ınh ho.c so. cấp vó.i các phép toán cô.ng

vécto. và nhân vécto. vó.i số thu.. c lâ.p nên mô.t không gian vécto. thu.. c.

(b) Tâ.p ho.. p các d̄a thú.c K[X] (cu’a mô.t â’n X, vó.i hê. số trong K) vó.i phép cô.ng

d̄a thú.c và phép nhân d̄a thú.c vó.i vô hu.́o.ng thông thu.̀o.ng lâ.p nên mô.t không

gian vécto. trên tru.̀o.ng K.

(c) K là mô. t không gian vécto. trên ch́ınh nó d̄ối vó.i phép cô.ng và phép nhân

cu’a tru.̀o.ng K. R vù.a là mô. t Q-không gian vécto. vù.a là mô. t R-không gian

vécto.. C là mô. t không gian vécto. d̄ò̂ng thò.i trên các tru.̀o.ng Q, R và C.
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(d) Tâ.p ho.. p {0} gò̂m chı’ mô.t vécto. 0 là mô. t không gian vécto. trên mỗi tru.̀o.ng

K, vó.i các phép toán tà̂m thu.̀o.ng

0 + 0 = 0,

a0 = 0, ∀a ∈ K.

(e) Go. i Kn là tâ.p ho.. p gò̂m tất ca’ các hàng n-thành phà̂n (x1, ..., xn) vó.i xi ∈ K.

Nó lâ.p nên mô.t K-không gian vécto. vó.i hai phép toán sau d̄ây:

(x1, ..., xn) + (y1, ..., yn) = (x1 + y1, ..., xn + yn),

a(x1, ..., xn) = (ax1, ..., axn), a ∈ K.

(f) Go. i Kn là tâ.p ho.. p gò̂m tất ca’ các cô. t n-thành phà̂n


x1

...

xn

, vó.i xi ∈ K. Nó

cũng lâ.p nên mô.t K-không gian vécto. vó.i hai phép toán sau d̄ây:
x1

...

xn

 +


y1

...

yn

 =


x1 + y1

...

xn + yn

 , a


x1

...

xn

 =


ax1

...

axn

 .

D- ê’ tr̀ınh bày cho go.n, chúng ta sẽ d̄ôi khi ký hiê.u vécto.


x1

...

xn

 bo.’ i (x1, ..., xn)t.

(g) Mô.t ma trâ.n m hàng, n cô. t vó.i các phà̂n tu.’ trong K là mô. t ba’ng có da.ng

(aij)m×n =



a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

. . ... .

am1 am2 ... amn


,
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trong d̄ó aij ∈ K. Go. i M(m × n,K) là tâ.p ho.. p tất ca’ các ma trâ.n m hàng,

n cô. t vó.i các phà̂n tu.’ trong K. Nó lâ.p nên mô.t K-không gian vécto. vó.i hai

phép toán sau d̄ây:

(aij)m×n + (bij)m×n = (aij + bij)m×n,

a(aij)m×n = (aaij)m×n.

Chúng ta sẽ nghiên cú.u kỹ ho.n vè̂ các ma trâ.n o.’ chu.o.ng sau.

(h) Tâ.p ho.. p C[a, b] các hàm thu.. c liên tu. c trên d̄oa.n [a, b] ⊂ R là mô. t không gian

vécto. thu.. c vó.i các phép toán thông thu.̀o.ng

(f + g)(x) = f(x) + g(x),

(af)(x) = af(x).

(i) Gia’ su.’ V và W là các K-không gian vécto.. Khi d̄ó, V × W cũng là mô.t

K-không gian vécto. d̄ối vó.i các phép toán d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau

(v, w) + (v′, w′) = (v + v′, w + w′)

a(v, w) = (av, aw),

trong d̄ó a ∈ K, v, v′ ∈ V,w,w′ ∈ W . Không gian V × W d̄u.o.. c go. i là t́ıch

tru.. c tiếp cu’a các không gian V và W

Gia’ su.’ V là mô. t không gian vécto.. Các t́ınh chất sau d̄ây d̄u.o.. c suy ngay tù.

d̄i.nh ngh̃ıa cu’a không gian vécto..

(1) Phà̂n tu.’ trung lâ.p cu’a phép cô.ng 0 ∈ V là duy nhất. Nó d̄u.o.. c go. i là vécto.

không.

Thâ. t vâ.y, gia’ su.’ 01 cũng là mô.t phà̂n tu.’ trung lâ.p cu’a phép cô.ng trong V .

Khi d̄ó

0 + 01 = 01 (v̀ı 0 là trung lâ.p)

= 0 (v̀ı 01 là trung lâ.p).

Vâ.y 0 = 01.
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(2) Vó.i mo. i vécto. α ∈ V , phà̂n tu.’ d̄ối α′ thoa’ mãn tiên d̄è̂ (V3) là duy nhất. Nó

sẽ d̄u.o.. c ký hiê.u là (−α).

Thâ. t vâ.y, gia’ su.’ α′
1 cũng là mô.t phà̂n tu.’ d̄ối cu’a α. Khi d̄ó

(α′ + α) + α′
1 = 0 + α′

1 = α′
1 (v̀ı α′ là mô. t phà̂n tu.’ d̄ối)

= α′ + (α + α′
1) (theo tiên d̄è̂ (V1))

= α′ + 0 = α′ (v̀ı α′
1 là mô. t phà̂n tu.’ d̄ối).

Nhu. vâ.y, α′ = α′
1.

Ta d̄i.nh ngh̃ıa: α − β = α + (−β).

(3) Ta có các quy tắc gia’n u.́o.c và chuyê’n vế:

α + γ = β + γ =⇒ α = β,

α + β = γ =⇒ α = γ − β.

Thâ.t vâ.y, cô.ng (−γ) vào hai vế cu’a d̄ă’ ng thú.c α + γ = β + γ và cô.ng (−β)

vào hai vế cu’a d̄ă’ ng thú.c α + β = γ ta thu d̄u.o.. c d̄iè̂u pha’i chú.ng minh.

(4) 0α = 0 và a0 = 0.

Thâ. t vâ.y,

0α + 0 = 0α = (0 + 0)α = 0α + 0α.

Tù. d̄ó, theo luâ. t gia’n u.́o.c, 0α = 0. Tu.o.ng tu.. ,

a0 + 0 = a0 = a(0 + 0) = a0 + a0.

Cũng theo luâ. t gia’n u.́o.c, ta có a0 = 0.

(5) Nếu aα = 0 (vó.i a ∈ K, α ∈ V ), th̀ı hoă.c a = 0 hoă.c α = 0.

Thâ.t vâ.y, gia’ su.’ a 6= 0, nhân hai vế cu’a d̄ă’ ng thú.c d̄ã cho vó.i a−1 ∈ K ta có

α = 1α = (a−1a)α = a−1(aα) = a−10 = 0.
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(6) (−a)α = a(−α) = −(aα), ∀a ∈ K, α ∈ V .

Thâ. t vâ.y,

aα + (−a)α = (a + (−a))α = 0α = 0.

Tù. d̄ó, (−a)α = −(aα). Tu.o.ng tu.. ,

aα + a(−α) = a(α + (−α)) = a0 = 0.

Do d̄ó, a(−α) = −(aα).

(7) (
∑m

i=1 ai)(
∑n

j=1 αj) =
∑m

i=1

∑n
j=1(aiαj).

D- ă’ ng thú.c này có thê’ d̄u.o.. c chú.ng minh bà̆ng quy na.p theo m và n, trên co.

so.’ su.’ du.ng các tiên d̄è̂ (V5) và (V6).

2 D- ô.c lâ.p tuyến t́ınh và phu. thuô.c tuyến t́ınh

Trong suốt tiết này ta luôn gia’ su.’ V là mô. t không gian vécto. trên tru.̀o.ng K.

D- i.nh ngh̃ıa 2.1 (Tô’ ho.. p tuyến t́ınh, biê’u thi. tuyến t́ınh)

(a) Mô.t tô’ ho.. p tuyến t́ınh cu’a các vécto. α1, ..., αn ∈ V là mô. t biê’u thú.c da.ng

n∑
i=1

aiαi = a1α1 + · · · + anαn,

trong d̄ó ai ∈ K.

(b) Gia’ su.’ α = a1α1 + · · · + anαn ∈ V . D- ă’ ng thú.c d̄ó d̄u.o.. c go. i là mô. t biê’u thi.

tuyến t́ınh cu’a α qua các vécto. α1, ..., αn (hoă.c qua hê. vécto. (α1, ..., αn)). Khi

có d̄ă’ ng thú.c d̄ó, ta nói α biê’u thi. tuyến t́ınh d̄u.o.. c qua α1, ..., αn.

Nhâ.n xét: Mô.t vécto. có thê’ có nhiè̂u biê’u thi. tuyến t́ınh khác nhau qua mô.t hê.

vécto..

Ta nói hê. (α1, ..., αn) biê’u thi. tuyến t́ınh d̄u.o.. c qua hê. (β1, ..., βm) nếu mỗi vécto.

αi, trong d̄ó 1 ≤ i ≤ n, biê’u thi. tuyến t́ınh d̄u.o.. c qua (β1, ..., βm).

50



Gia’ su.’ hê. (α1, ..., αn) biê’u thi. tuyến t́ınh d̄u.o.. c qua hê. (β1, ..., βm), và hê. (β1, ..., βm)

biê’u thi. tuyến t́ınh d̄u.o.. c qua hê. (γ1, ..., γk). Khi d̄ó, rõ ràng (α1, ..., αn) cũng biê’u

thi. tuyến t́ınh d̄u.o.. c qua hê. (γ1, ..., γk).

D- i.nh ngh̃ıa 2.2 (D- ô.c lâ.p tuyến t́ınh và phu. thuô.c tuyến t́ınh.)

(a) Hê. (α1, ..., αn) d̄u.o.. c go. i là d̄ô. c lâ. p tuyến t́ınh nếu hê. thú.c

a1α1 + · · · + anαn = 0

chı’ xa’y ra khi a1 = · · · = an = 0.

(b) Hê. (α1, ..., αn) d̄u.o.. c go. i là phu. thuô. c tuyến t́ınh nếu nó không d̄ô. c lâ.p tuyến

t́ınh.

Nếu hê. (α1, ..., αn) d̄ô. c lâ.p (hoă.c phu. thuô.c) tuyến t́ınh, ta cũng nói các vécto.

α1, ..., αn d̄ô. c lâ.p (hoă.c phu. thuô.c) tuyến t́ınh.

D- ă’ ng thú.c a1α1 + · · · + anαn = 0 d̄u.o.. c go. i là mô. t ràng buô.c tuyến t́ınh giũ.a

các vécto. α1, ..., αn. Nếu a1 = · · · = an = 0 th̀ı ta go. i ràng buô.c d̄ó là tà̂m thu.̀o.ng.

Theo d̄i.nh ngh̃ıa, hê. (α1, ..., αn) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh nếu và chı’ nếu mo. i ràng buô.c

tuyến t́ınh giũ.a α1, ..., αn d̄è̂u là ràng buô.c tà̂m thu.̀o.ng. Hê. (α1, ..., αn) phu. thuô.c

tuyến t́ınh khi và chı’ khi có các vô hu.́o.ng a1, ..., an ∈ K không d̄ò̂ng thò.i bà̆ng 0

d̄ê’ cho

a1α1 + · · · + anαn = 0,

ngh̃ıa là có mô. t ràng buô.c tuyến t́ınh không tà̂m thu.̀o.ng giũ.a các vécto. α1, ..., αn.

Vı́ du. 2.3 (a) Trong không gian các vécto. tu.. do cu’a h̀ınh ho.c so. cấp, hê. 2 vécto.

là d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh nếu và chı’ nếu chúng không d̄ò̂ng phu.o.ng, hê. 3 vécto.

là d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh khi và chı’ khi chúng không d̄ò̂ng phă’ ng, hê. 4 vécto. bất

kỳ luôn luôn phu. thuô.c tuyến t́ınh.
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(b) Trong không gian R2, các vécto. e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) d̄ô.c lâ.p tuyến t́ınh.

Thâ. t vâ.y, hê. thú.c

a1e1 + a2e2 = (a1, a2) = (0, 0)

xa’y ra khi và chı’ khi a1 = a2 = 0.

Vó.i mo. i α ∈ R2, các vécto. e1, e2, α phu. thuô.c tuyến t́ınh. Thâ. t vâ.y, nếu

α = (a, b) th̀ı

α − ae1 − be2 = 0.

(c) Hãy xét xem các véc to. sau d̄ây d̄ô. c lâ.p hay phu. thuô.c tuyến t́ınh trong C3:

α1 = (5, 3, 4),

α2 = (3, 2, 3),

α3 = (8, 3, 1).

Ta muốn t̀ım xem có hay không mô.t ràng buô.c tuyến t́ınh không tà̂m thu.̀o.ng

giũ.a các vécto. d̄ó, tú.c là có hay không các số phú.c x1, x2, x3 không d̄ò̂ng thò.i

bà̆ng 0 sao cho:

x1(5, 3, 4) + x2(3, 2, 3) + x3(8, 3, 1) = (0, 0, 0).

Phu.o.ng tr̀ınh vécto. d̄ó tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i hê. phu.o.ng tr̀ınh
5x1 + 3x2 + 8x3 = 0

3x1 + 2x2 + 3x3 = 0

4x1 + 3x2 + 1x3 = 0.

Hê. phu.o.ng tr̀ınh này có thê’ gia’ i bà̆ng cách khu.’ thông thu.̀o.ng. Tru.́o.c hết,

nhân phu.o.ng tr̀ınh cuối là̂n lu.o.. t vó.i (−8) và (−3) rò̂i cô.ng vào các phu.o.ng

tr̀ınh thú. nhất và thú. hai, ta thu d̄u.o.. c:
−27x1 − 21x2 = 0

−9x1 − 7x2 = 0

4x1 + 3x2 + x3 = 0.
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Hai phu.o.ng tr̀ınh d̄à̂u cu’a hê. này tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i nhau. Do d̄ó, mô. t nghiê.m

không tà̂m thu.̀o.ng cu’a hê. này là:

x1 = 7, x2 = −9, x3 = −1.

Nhu. vâ.y, ba vécto. d̄ã cho phu. thuô.c tuyến t́ınh.

Nhâ.n xét: Tù. v́ı du. trên ta thấy rà̆ng viê.c xét xem mô.t hê. vécto. d̄ô. c lâ.p hay phu.

thuô.c tuyến t́ınh d̄u.o.. c d̄u.a vè̂ viê.c gia’ i mô.t hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh thuà̂n nhất.

Tu.o.ng tu.. , viê.c xét xem mô.t vécto. có biê’u thi. tuyến t́ınh d̄u.o.. c hay không qua mô.t

hê. vécto. d̄u.o.. c d̄u.a vè̂ viê.c gia’ i mô. t hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh (nói chung không

thuà̂n nhất).

Lý thuyết tô’ng quát vè̂ hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh sẽ d̄u.o.. c tr̀ınh bày o.’ Chu.o.ng III

cu’a cuốn sách này.

Các t́ınh chất sau d̄ây là hê. qua’ tru.. c tiếp cu’a các d̄i.nh ngh̃ıa.

Các t́ınh chất:

(1) Hê. mô.t vécto. (α) phu. thuô.c tuyến t́ınh nếu và chı’ nếu α = 0.

Thâ.t vâ.y, v̀ı 1 · 0 = 0 là mô.t ràng buô.c tuyến t́ınh không tà̂m thu.̀o.ng, nên hê.

(0) phu. thuô.c tuyến t́ınh. Ngu.o.. c la. i, gia’ su.’ (α) phu. thuô.c tuyến t́ınh, tú.c là

có a 6= 0 sao cho aα = 0. Nhân hai vế vó.i a−1 ta có

α = (a−1a)α = a−1(aα) = a−10 = 0.

(2) Vó.i n > 1, hê. (α1, ..., αn) phu. thuô.c tuyến t́ınh nếu và chı’ nếu mô.t vécto. nào

d̄ó cu’a hê. biê’u thi. tuyến t́ınh d̄u.o.. c qua các vécto. còn la. i cu’a hê..

Thâ. t vâ.y, gia’ su.’ có mô.t ràng buô.c tuyến t́ınh không tà̂m thu.̀o.ng

a1α1 + · · · + anαn = 0.

Nếu ai 6= 0, ta nhân hai vế cu’a d̄ă’ ng thú.c trên vó.i a−1
i và thu d̄u.o.. c

αi =
∑
j 6=i

(a−1
i aj)αj.
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Ngu.o.. c la. i, nếu αi biê’u thi. tuyến t́ınh d̄u.o.. c qua hê. (α1, ..., αi−1, αi+1, ..., αn),

tú.c là có các vô hu.́o.ng bj sao cho

αi = b1α1 + · · · + bi−1αi−1 + bi+1αi+1 + · · · + bnαn,

th̀ı ta có ràng buô.c tuyến t́ınh không tà̂m thu.̀o.ng

b1α1 + · · · + bi−1αi−1 + (−1)αi + bi+1αi+1 + · · · + bnαn = 0.

Do d̄ó, hê. (α1, ..., αn) phu. thuô.c tuyến t́ınh.

(3) Mỗi hê. con cu’a mô.t hê. d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh cũng là mô.t hê. d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh.

Thâ. t vâ.y, gia’ su.’ (α1, ..., αn) là mô. t hê. d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh. Xét mô.t ràng buô.c

tuyến t́ınh bất kỳ

ai1αi1 + · · · + aikαik = 0

giũ.a các vécto. cu’a mô.t hê. con (αi1 , ..., αik). Ta coi nó là mô. t ràng buô.c tuyến

t́ınh
∑

i aiαi = 0 giũ.a các vécto. (α1, ..., αn) bà̆ng cách cho.n ai = 0 vó.i mo. i

i 6= i1, ..., ik. Bo.’ i v̀ı hê. (α1, ..., αn) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh, nên tất ca’ các hê. số

cu’a ràng buô.c d̄è̂u bà̆ng 0:

a1 = a2 = · · · = an = 0.

Do d̄ó, hê. con (αi1 , ..., αik) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh.

Mô.t cách phát biê’u khác cu’a t́ınh chất trên là nhu. sau:

(4) Mỗi hê. vécto. chú.a mô.t hê. con phu. thuô.c tuyến t́ınh cũng là mô.t hê. phu. thuô.c

tuyến t́ınh. Nói riêng, mỗi hê. chú.a vécto. 0 d̄è̂u phu. thuô.c tuyến t́ınh.

(5) Gia’ su.’ hê. (α1, ..., αn) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh. Khi d̄ó hê. (α1, ..., αn, β) phu. thuô.c

tuyến t́ınh nếu và chı’ nếu β biê’u thi. tuyến t́ınh d̄u.o.. c qua (α1, ..., αn). Trong

tru.̀o.ng ho.. p d̄ó, biê’u thi. tuyến t́ınh này là duy nhất.
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Thâ.t vâ.y, nếu (α1, ..., αn, β) phu. thuô.c tuyến t́ınh, th̀ı có mô.t ràng buô.c tuyến

t́ınh không tà̂m thu.̀o.ng

a1α1 + · · · + anαn + bβ = 0.

Khi d̄ó, b 6= 0, v̀ı nếu trái la. i th̀ı có mô. t ràng buô.c tuyến t́ınh không tà̂m

thu.̀o.ng a1α1 + · · · + anαn = 0 giũ.a các vécto. cu’a hê. d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh

(α1, ..., αn). D- iè̂u này vô lý. Vı̀ b 6= 0, nên ta có biê’u thi. tuyến t́ınh sau d̄ây

cu’a β qua (α1, ..., αn):

β = −
n∑

i=1

(b−1ai)αi.

Ngu.o.. c la. i, mỗi biê’u thi. tuyến t́ınh nhu. thế

β =
n∑

i=1

biαi

d̄è̂u dẫn tó.i mô. t ràng buô.c tuyến t́ınh không tà̂m thu.̀o.ng
∑n

i=1 biαi − β = 0

giũ.a các véto. cu’a hê. (α1, ..., αn, β). . Do d̄ó, hê. này phu. thuô.c tuyến t́ınh.

Gia’ su.’ có hai biê’u thi. tuyến t́ınh cu’a β qua hê. (α1, ..., αn):

β = b1α1 + · · · + bnαn

= b′1α1 + · · · + b′nαn.

Khi d̄ó 0 = (b1 − b′1)α1 + · · ·+ (bn − b′n)αn. Do (α1, ..., αn) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh,

nên hê. thú.c trên kéo theo

b1 = b′1, · · · , bn = b′n.

Nhâ.n xét 2.4 Các khái niê.m tô’ ho.. p tuyến t́ınh, biê’u thi. tuyến t́ınh, d̄ô. c lâ.p tuyến

t́ınh, phu. thuô.c tuyến t́ınh d̄u.o.. c mo.’ rô.ng cho hê. tuỳ ý (có thê’ có vô ha.n vécto.)

nhu. sau.

Gia’ su.’ (αi)i∈I là mô. t hê. vécto. tuỳ ý cu’a K-không gian vécto. V . Mô.t tô’ ho.. p

tuyến t́ınh cu’a hê. này là mô. t tô’ng
∑

i∈I aiαi trong d̄ó ai ∈ K, và hà̂u hết (có thê’
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trù. mô. t số hũ.u ha.n) ai d̄è̂u bằng 0. Nhu. thế, tô’ng này thâ. t ra là mô. t tô’ng hũ.u

ha.n, và do d̄ó có ngh̃ıa trong V .

Trên co. so.’ d̄ó, các khái niê.m biê’u thi. tuyến t́ınh, d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh, phu. thuô.c

tuyến t́ınh d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa d̄ối vó.i ho. d̄ó.

Vı́ du. : Trong không gian vécto. các d̄a thú.c K[X], hê. vô ha.n vécto. (1, X,X2, ...)

là mô. t hê. d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh.

3 Co. so.’ và số chiè̂u cu’a không gian vécto.

Số chiè̂u cu’a mô.t không gian vécto. là chı’ số d̄o d̄ô. “ló.n”, d̄ô. “thoa’ i mái” cu’a không

gian vécto. d̄ó.

D- i.nh ngh̃ıa 3.1 (a) Mô.t hê. vécto. cu’a V d̄u.o.. c go. i là mô. t hê. sinh cu’a V nếu mo. i

vécto. cu’a V d̄è̂u biê’u thi. tuyến t́ınh d̄u.o.. c qua hê. d̄ó.

(b) Mô.t hê. vécto. cu’a V d̄u.o.. c go. i là mô. t co. so.’ cu’a V nếu mo. i vécto. cu’a V d̄è̂u

biê’u thi. tuyến t́ınh duy nhất qua hê. này.

Nhu. vâ.y, mỗi co. so.’ d̄è̂u là mô. t hê. sinh. Du.́o.i d̄ây ta sẽ nghiên cú.u sâu ho.n mối

quan hê. giũ.a các khái niê.m hê. sinh, co. so.’ và d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh.

Ta cà̂n thuâ. t ngũ. sau d̄ây: Mô.t hê. vécto. cu’a không gian V d̄u.o.. c go. i là d̄ô. c lâ. p

tuyến t́ınh cu.. c d̄a. i nếu nó d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh và nếu thêm bất kỳ vécto. nào cu’a V

vào hê. d̄ó th̀ı hê. mó.i thu d̄u.o.. c tro.’ thành phu. thuô.c tuyến t́ınh.

D- i.nh lý 3.2 Cho hê. hũ.u ha. n các vécto. (α1, ..., αn) cu’a V . Khi d̄ó các khă’ ng d̄i.nh

sau d̄ây là tu.o.ng d̄u.o.ng:

(i) (α1, ..., αn) là mô. t co. so.’ cu’a V .

(ii) (α1, ..., αn) là mô. t hê. sinh d̄ô. c lâ. p tuyến t́ınh cu’a V .

(iii) (α1, ..., αn) là mô. t hê. vécto. d̄ô. c lâ. p tuyến t́ınh cu.. c d̄a. i cu’a V .
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Chú.ng minh: (i) =⇒ (ii) : (α1, ..., αn) là mô. t co. so.’ cu’a V nên nó là mô. t hê. sinh

cu’a V . Ho.n nũ.a, vécto. 0 có biê’u thi. tuyến t́ınh duy nhất qua (α1, ..., αn):

0 = 0α1 + · · · + 0αn.

Nói cách khác, hê. thú.c a1α1 + · · · + anαn = 0 tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i a1 = a2 = · · · =

an = 0. D- iè̂u này có ngh̃ıa là hê. (α1, ..., αn) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh.

(ii) =⇒ (iii) : Mo. i vécto. β ∈ V d̄è̂u biê’u thi. tuyến t́ınh d̄u.o.. c qua (α1, ..., αn),

cho nên hê. (α1, ..., αn, β) phu. thuô.c tuyến t́ınh.

(iii) =⇒ (i) : Vı̀ hê. (α1, ..., αn) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh cu.. c d̄a. i nên mỗi vécto. β ∈ V

d̄è̂u biê’u thi. tuyến t́ınh qua (α1, ..., αn). Nói cách khác, hê. này sinh ra V . Biê’u thi.

tuyến t́ınh cu’a mỗi vécto. β ∈ V qua hê. d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh (α1, ..., αn) là duy nhất.

2

D- i.nh ngh̃ıa 3.3 Không gian vécto. V d̄u.o.. c go. i là hũ.u ha. n sinh nếu nó có mô.t hê.

sinh gò̂m hũ.u ha.n phà̂n tu.’ .

D- i.nh lý 3.4 Gia’ su.’ V 6= {0} là mô. t không gian vécto. hũ.u ha. n sinh. Khi d̄ó, V

có mô. t co. so.’ gò̂m hũ.u ha. n phà̂n tu.’ . Ho.n nũ.a, mo. i co. so.’ cu’a V d̄è̂u có số phà̂n

tu.’ bà̆ng nhau.

Trên co. so.’ kết qua’ này, ta d̄i d̄ến d̄i.nh ngh̃ıa sau d̄ây.

D- i.nh ngh̃ıa 3.5 (i) Số phà̂n tu.’ cu’a mỗi co. so.’ cu’a K-không gian vécto. hũ.u ha.n

sinh V 6= {0} d̄u.o.. c go. i là số chiè̂u (hay thú. nguyên) cu’a V trên tru.̀o.ng K,

và d̄u.o.. c ký hiê.u là dim V , hoă.c rõ ho.n dimK V . Nếu V = {0}, ta quy u.́o.c

dim V = 0.

(ii) Nếu V không có mô.t co. so.’ nào gò̂m hũ.u ha.n phà̂n tu.’ th̀ı nó d̄u.o.. c go. i là mô. t

không gian vécto. vô ha. n chiè̂u.

D- ê’ chuâ’n bi. cho viê.c chú.ng minh d̄i.nh lý trên, ta cà̂n bô’ d̄è̂ sau d̄ây.
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Bô’ d̄è̂ 3.6 Trong không gian vécto. V , gia’ su.’ hê. vécto. (α1, ..., αr) d̄ô. c lâ. p tuyến

t́ınh và biê’u thi. tuyến t́ınh d̄u.o.. c qua hê. (β1, ..., βs). Khi d̄ó r ≤ s.

Chú.ng minh: Theo gia’ thiết, có mô. t biê’u thi. tuyến t́ınh

α1 = a1β1 + · · · + asβs (ai ∈ K).

Vı̀ hê. (α1, ..., αr) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh, nên α1 6= 0. Do d̄ó, có ı́t nhất mô.t vô hu.́o.ng

ai 6= 0. Không gia’m tô’ng quát, ta gia’ su.’ a1 6= 0. Khi d̄ó, β1 biê’u thi. tuyến t́ınh

d̄u.o.. c qua hê. (α1, β2, ..., βs):

β1 = a−1
1 α1 −

n∑
i=2

(a−1
1 ai)βi.

Nhu. vâ.y, hê. (α1, ..., αr) biê’u thi. tuyến t́ınh qua hê. (β1, ..., βs); hê. thú. hai la. i biê’u

thi. tuyến t́ınh qua hê. (α1, β2, ..., βs). Hê. qua’ là (α1, ..., αr) biê’u thi. tuyến t́ınh qua

(α1, β2, ..., βs).

Ta sẽ chú.ng minh rà̆ng (α1, ..., αr) biê’u thi. tuyến t́ınh qua (α1, ..., αi, βi+1, ..., βs)

vó.i mo. i i ≤ min{r, s} (sai khác mô.t phép d̄ánh số la. i các vécto. β1, ..., βs). Thâ. t vâ.y,

o.’ trên ta d̄ã chú.ng minh khă’ ng d̄i.nh này cho i = 1. Gia’ su.’ khă’ ng d̄i.nh d̄ã d̄u.o.. c

chú.ng minh cho i. Ta sẽ chú.ng minh nó còn d̄úng cho i+1, nếu số này ≤ min{r, s}.

Theo gia’ thiết quy na.p, αi+1 biê’u thi. tuyến t́ınh qua (α1, ..., αi, βi+1, ..., βs):

αi+1 = b1α1 + · · · + biαi + ci+1βi+1 + · · · + csβs.

Có ı́t nhất mô.t vô hu.́o.ng cj 6= 0, bo.’ i v̀ı nếu trái la. i th̀ı αi+1 biê’u thi. tuyến t́ınh

qua (α1, ..., αi), d̄iè̂u này trái vó.i gia’ thiết hê. (α1, ..., αr) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh. Nếu

cà̂n th̀ı d̄ánh số la. i các vécto. βi+1, ..., βs, ta có thê’ gia’ su.’ mà không gia’m tô’ng

quát ci+1 6= 0. Kết ho.. p d̄iè̂u này vó.i d̄ă’ ng thú.c trên ta có mô.t biê’u thi. tuyến

t́ınh cu’a βi+1 qua (α1, ..., αi+1, βi+2, ..., βs). Vı̀ (α1, ..., αr) biê’u thi. tuyến t́ınh qua

(α1, ..., αi, βi+1, ..., βs), hê. này la. i biê’u thi. tuyến t́ınh qua (α1, ..., αi+1, βi+2, ..., βs),

nên (α1, ..., αr) biê’u thi. tuyến t́ınh qua (α1, ..., αi+1, βi+2, ..., βs).

58



Nếu r > s, áp du.ng d̄iè̂u vù.a d̄u.o.. c chú.ng minh vó.i i = s, ta khă’ ng d̄i.nh

(α1, ..., αr) biê’u thi. tuyến t́ınh qua (α1, ..., αs). D- iè̂u này mâu thuẫn vó.i t́ınh d̄ô.c

lâ.p tuyến t́ınh cu’a hê. (α1, ..., αr). Nhu. vâ.y, ta có r ≤ s. 2

Chú.ng minh D- i.nh lý 2.5.

Gia’ su.’ (γ1, ..., γs) là mô. t hê. sinh hũ.u ha.n cu’a V . Vı̀ V 6= {0}, nên có vécto.

α 6= 0 trong V . Hê. gò̂m mô.t vécto. khác không (α1) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh. Nếu hê. này

không d̄ô.c lâ.p tuyến t́ınh cu.. c d̄a. i, th̀ı có hê. (α1, α2) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh.

Gia’ su.’ (α1, ..., αr) là mô. t hê. d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh trong V . Hê. này biê’u thi. tuyến

t́ınh qua (γ1, ..., γs). Theo Bô’ d̄è̂ 3.6, ta có r ≤ s. Nhu. thế quá tr̀ınh cho.n các

vécto. α1, α2, ... d̄ê’ thu d̄u.o.. c mô.t hê. d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh pha’i dù.ng la. i sau mô.t số

hũ.u ha.n bu.́o.c. Ta có mô.t hê. vécto. (α1, ..., αn) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh cu.. c d̄a. i trong V ,

vó.i n ≤ s. Theo D- i.nh lý 3.2, hê. này là mô. t co. so.’ cu’a V .

Gia’ su.’ (β1, ..., βm) cũng là mô.t co. so.’ cu’a V . Vı̀ (α1, ..., αn) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh

và biê’u thi. tuyến t́ınh d̄u.o.. c qua (β1, ..., βm), nên theo Bô’ d̄è̂ 3.6, ta có n ≤ m. Tráo

d̄ô’i vai trò cu’a hai co. so.’ nói trên, ta cũng có m ≤ n. Nhu. vâ.y, m = n. 2

Vı́ du. 3.7 (a) Kn là mô. t K-không gian vécto. n chiè̂u. Các vécto. sau d̄ây lâ.p

nên mô.t co. so.’ , d̄u.o.. c go. i là co. so.’ ch́ınh tắc cu’a không gian Kn:

e1 =



1

0
...

0


, e2 =



0

1
...

0


, ..., en =



0

0
...

1


.

Thâ.t vâ.y, vécto. 0 ∈ Kn là vécto. có mo. i thành phà̂n bà̆ng 0 ∈ K, v̀ı thế hê.

thú.c

a1e1 + · · · + anen =



a1

a2

...

an


=



0

0
...

0
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xa’y ra khi và chı’ khi a1 = a2 = · · · = an = 0. Nhu. vâ.y, hê. (e1, e2, ..., en) d̄ô. c lâ.p

tuyến t́ınh trong Kn. Hê. này sinh ra Kn, bo.’ i v̀ı mỗi vécto. β = (b1, b2, ..., bn)t

d̄è̂u có biê’u thi. tuyến t́ınh

β = b1e1 + b2e2 + · · · + bnen.

(b) C là mô. t C-không gian vécto. 1 chiè̂u vó.i co. so.’ (1). D- ò̂ng thò.i C cũng là mô.t

R-không gian vécto. 2 chiè̂u vó.i co. so.’ (1, i), trong d̄ó i là d̄o.n vi. a’o. D- iè̂u này

suy tù. chỗ mo. i số phú.c z d̄è̂u có biê’u thi. duy nhất du.́o.i da.ng z = a + bi,

trong d̄ó a, b ∈ R.

Mô.t cách tô’ng quát Cn là mô. t không gian vécto. thu.. c 2n chiè̂u.

(c) D- u.̀o.ng thă’ ng số thu.. c R là mô. t không gian vécto. vô ha.n chiè̂u trên tru.̀o.ng số

hũ.u ty’ Q. Thâ. t vâ.y, gia’ su.’ pha’n chú.ng (α1, ..., αn) là mô. t co. so.’ cu’a R trên

Q. Mỗi phà̂n tu.’ β ∈ R có biê’u thi. tuyến t́ınh duy nhất β = a1α1 + · · ·+anαn

vó.i ai ∈ Q. Tu.o.ng ú.ng R → Qn, β 7→ (a1, ..., an) là mô. t song ánh. Do d̄ó R

có lu.. c lu.o.. ng d̄ếm d̄u.o.. c. D- iè̂u vô lý này bác bo’ gia’ thiết pha’n chú.ng.

Mê.nh d̄è̂ 3.8 Gia’ su.’ V là mô. t không gian vécto. hũ.u ha. n sinh. Khi d̄ó, mo. i hê.

sinh cu’a V d̄è̂u chú.a mô. t co. so.’ . Mo. i hê. d̄ô. c lâ. p tuyến t́ınh trong V d̄è̂u có thê’ bô’

sung d̄ê’ tro.’ thành mô. t co. so.’ cu’a V . Nếu dim V = n, th̀ı mo. i hê. d̄ô. c lâ. p tuyến t́ınh

gò̂m n vécto. cu’a V d̄è̂u là mô. t co. so.’ .

Chú.ng minh: Gia’ su.’ Γ là mô.t hê. sinh cu’a V . Go. i Γ′ là mô. t hê. d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh

cu.. c d̄a. i trong Γ. Khi d̄ó Γ biê’u thi. tuyến t́ınh qua Γ′, và do d̄ó V cũng biê’u thi.

tuyến t́ınh qua Γ′. Nhu. thế Γ′ là mô. t hê. sinh d̄ô.c lâ.p tuyến t́ınh, tú.c là mô. t co. so.’

cu’a V . (Theo Bô’ d̄è̂ 3.6, Γ′ có hũ.u ha.n phà̂n tu.’ . Cu. thê’ ho.n, số phà̂n tu.’ cu’a Γ′

không vu.o.. t quá số phà̂n tu.’ cu’a mo. i hê. sinh hũ.u ha.n cu’a V .)

Gia’ su.’ (α1, ..., αi) là mô. t hê. d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh trong V . Nếu hê. này không d̄ô.c

lâ.p tuyến t́ınh cu.. c d̄a. i th̀ı có thê’ bô’ sung các vécto. αi+1, αi+2, ... d̄ê’ hê. thu d̄u.o.. c
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vẫn d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh. Quá tr̀ınh này pha’i dù.ng la. i sau mô.t số hũ.u ha.n bu.́o.c, bo.’ i

v̀ı theo D- i.nh lý 2.5, dim V < ∞. Ta thu d̄u.o.. c hê. (α1, ..., αn) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh cu.. c

d̄a. i trong V , tú.c là mô. t co. so.’ cu’a V .

Nếu dim V = n, th̀ı mo. i hê. d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh gò̂m n vécto. (β1, ..., βn) d̄è̂u cu.. c

d̄a. i. Thâ.y vâ.y, gia’ su.’ pha’n chú.ng có thê’ thêm vào hê. d̄ó mô. t vécto. βn+1 nào d̄ó

cu’a V sao cho hê. thu d̄u.o.. c vẫn d̄ô.c lâ.p tuyến t́ınh. Khi d̄ó, hê. (β1, ..., βn+1) biê’u

thi. tuyến t́ınh qua mô.t co. so.’ (α1, ..., αn) nào d̄ó cu’a V , cho nên theo Bô’ d̄è̂ 3.6, ta

có n + 1 ≤ n. D- iè̂u vô lý này bác bo’ gia’ thiết pha’n chú.ng. Vâ.y, theo D- i.nh lý 3.2,

(β1, ..., βn) là mô. t co. so.’ cu’a V . 2

Trong suốt giáo tr̀ınh này, nếu không nói g̀ı ngu.o.. c la. i, chúng ta chı’ nghiên cú.u

các không gian vécto. hũ.u ha. n chiè̂u.

Nhâ.n xét: Ngu.̀o.i ta chú.ng minh d̄u.o.. c rà̆ng, trong mô.t không gian vécto. vô ha. n

sinh (tú.c là không hũ.u ha.n sinh), hai co. so.’ bất kỳ d̄è̂u có cùng lu.. c lu.o.. ng. Nhu.ng

mô.t hê. vécto. d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh có cùng lu.. c lu.o.. ng vó.i co. so.’ th̀ı không nhất thiết

là mô. t co. so.’ .

Chă’ ng ha.n, hê. vécto. (1, X,X2, ...) là mô. t co. so.’ cu’a K-không gian vécto. K[X].

Hê. (X,X2, X3, ...) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh và có cùng lu.. c lu.o.. ng vó.i co. so.’ (1, X,X2, ...),

nhu.ng không pha’i là mô. t co. so.’ cu’a K[X], bo.’ i v̀ı d̄a thú.c 1 không biê’u thi. tuyến

t́ınh d̄u.o.. c qua hê. d̄ó.

Gia’ su.’ (α1, ..., αn) là mô. t co. so.’ cu’a không gian vécto. V . Mỗi vécto. α ∈ V có

biê’u thi. tuyến t́ınh duy nhất

α = a1α1 + · · · + anαn, ai ∈ K.

D- i.nh ngh̃ıa 3.9 (Toa. d̄ô. ). Bô. vô hu.́o.ng (a1, ..., an) xác d̄i.nh bo.’ i d̄iè̂u kiê.n α =∑
i aiαi d̄u.o.. c go. i là toa. d̄ô. cu’a vécto. α trong co. so.’ (α1, ..., αn). Vô hu.́o.ng ai d̄u.o.. c

go. i là toa. d̄ô. thú. i cu’a α trong co. so.’ d̄ó.

Gia’ su.’ α và β có toa. d̄ô. trong co. so.’ (α1, ..., αn) tu.o.ng ú.ng là (a1, ..., an) và

(b1, ..., bn). Khi d̄ó, tù. t́ınh d̄ô.c lâ.p tuyến t́ınh cu’a (α1, ..., αn) suy ra rà̆ng α = β
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nếu và chı’ nếu (a1, ..., an) = (b1, ..., bn). Thâ. t vâ.y, α = β khi và chı’ khi

α − β = (a1 − b1)α1 + · · · + (an − bn)αn = 0.

D- iè̂u này xa’y ra nếu và chı’ nếu a1 = b1, ..., an = bn.

Ho.n nũ.a, α+β có toa. d̄ô. là (a1 +b1, ..., an +bn) và kα có toa. d̄ô. là (ka1, ..., kan),

(k ∈ K), trong hê. co. so.’ (α1, ..., αn).

Bây giò. ta xét xem toa. d̄ô. cu’a mô.t vécto. trong nhũ.ng co. so.’ khác nhau có liên

hê. vó.i nhau nhu. thế nào.

Gia’ su.’ (β1, ..., βn) cũng là mô.t co. so.’ cu’a không gian vécto. V . Mỗi vécto. βj biê’u

thi. tuyến t́ınh d̄u.o.. c qua co. so.’ (α1, ..., αn), tú.c là có các vô hu.́o.ng cij d̄ê’ cho

βj =
n∑

i=1

cijαi, (j = 1, ..., n).

Gia’ su.’ α có toa. d̄ô. là (a1, ..., an) và (b1, ..., bn) tu.o.ng ú.ng trong các co. so.’ (α1, ..., αn)

và (β1, ..., βn). Ta có

α =
n∑

j=1

bjβj

=
n∑

j=1

n∑
i=1

bjcijαi

=
n∑

i=1

(
n∑

j=1

cijbj)αi =
n∑

i=1

aiαi.

Do t́ınh duy nhất cu’a toa. d̄ô. cu’a α trong co. so.’ (α1, ..., αn), ta nhâ.n d̄u.o.. c

ai =
n∑

j=1

cijbj, (i = 1, ..., n).

Ngu.̀o.i ta go. i hê. thú.c nói trên là công thú.c d̄ô’i toa. d̄ô. khi d̄ô’i co. so.’ . Ma trâ.n

C = (cij)n×n d̄u.o.. c go. i là ma trâ. n chuyê’n tù. co. so.’ (α1, ..., αn) sang co. so.’ (β1, ..., βn).

Công thú.c d̄ô’i toa. d̄ô. sẽ d̄u.o.. c diẽ̂n d̄a.t du.́o.i mô. t h̀ınh thú.c dẽ̂ tiếp nhâ.n ho.n

nhò. khái niê.m t́ıch cu’a các ma trâ.n, sẽ d̄u.o.. c nghiên cú.u o.’ chu.o.ng sau.
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4 Không gian con - Ha.ng cu’a mô.t hê. vécto.

Gia’ su.’ V là mô. t không gian vécto. trên tru.̀o.ng K. Chúng ta quan tâm d̄ến nhũ.ng

tâ.p con cu’a V có t́ınh chất là chúng cũng lâ.p nên nhũ.ng không gian vécto. d̄ối vó.i

các phép toán là thu he.p cu’a nhũ.ng phép toán tu.o.ng ú.ng trên V . Ta có d̄i.nh ngh̃ıa

h̀ınh thú.c sau d̄ây:

D- i.nh ngh̃ıa 4.1 Tâ.p con không rỗng W ⊂ V d̄u.o.. c go. i là mô. t không gian vécto.

con cu’a V nếu W khép ḱın d̄ối vó.i hai phép toán trên V , ngh̃ıa là nếu

α + β ∈ W, ∀α, β ∈ W,

aα ∈ W, ∀a ∈ K, ∀α ∈ W.

Nhâ.n xét: Khi d̄ó, W vó.i hai phép toán là ha.n chế cu’a hai phép toán trên V cũng

là mô.t không gian vécto. trên K. Thâ. t vâ.y, các tiên d̄è̂ (V1), (V4), (V5), (V6),

(V7), (V8) nghiê.m d̄úng vó.i mo. i phà̂n tu.’ cu’a V , nên cũng nghiê.m d̄úng vó.i mo. i

phà̂n tu.’ cu’a W . Ta chı’ cà̂n kiê’m tra la. i các tiên d̄è̂ (V2), (V3) nói vè̂ su.. tò̂n ta. i

cu’a các phà̂nt u.’ 0 và phà̂n tu.’ d̄ối.

Vı̀ W 6= ∅, nên có ı́t nhất mô.t phà̂n tu.’ α ∈ W . Khi d̄ó 0 = 0α ∈ W . Phà̂n

tu.’ 0 ∈ V d̄óng vai trò phà̂n tu.’ 0 ∈ W . mă. t khác, vó.i mo. i α ∈ W , ta có (−α) =

(−1)α ∈ W . D- ó cũng ch́ınh là phà̂n tu.’ d̄ối cu’a α trong W .

Vı́ du. 4.2 (a) {0} và V là hai không gian vécto. con cu’a V . Chúng d̄u.o.. c go. i là

các không gian vécto. con tà̂m thu.̀o.ng cu’a V .

(b) D- u.̀o.ng thă’ ng số thu.. c R là mô. t R-không gian vécto. con cu’a mă.t phă’ ng phú.c

C.

(c) Tâ.p ho.. p các d̄a thú.c bâ.c ≤ n là mô. t không gian vécto. con cu’a K[X].

(d) Không gian C1[a, b] các hàm kha’ vi liên tu. c trên [a, b] là mô. t không gian vécto.

con cu’a không gian các hàm liên tu. c C[a, b].
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(e) Gia’ su.’ m ≤ n. Khi d̄ó tâ.p ho.. p các vécto. có da.ng

x1

...

xm

0
...

0


,

trong d̄ó x1, ..., xm ∈ K, là mô. t không gian vécto. con có số chiè̂u bà̆ng m cu’a

không gian Kn.

Mê.nh d̄è̂ 4.3 Nếu W là mô. t không gian vécto. con cu’a V th̀ı dim W ≤ dim V .

D- ă’ ng thú.c dim W = dim V xa’y ra khi và chı’ khi W = V .

Chú.ng minh: Vı̀ W là mô. t không gian vécto. con cu’a V , nên mỗi hê. d̄ô. c lâ.p tuyến

t́ınh trong W th̀ı cũng d̄ô.c lâ.p tuyến t́ınh trong V . Do d̄ó dimW ≤ dim V . D- ă’ ng

thú.c dim W = dim V xa’y ra khi và chı’ khi mỗi co. so.’ cu’a W cũng là mô.t co. so.’ cu’a

V . D- iè̂u này tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i W = V . 2

Mê.nh d̄è̂ 4.4 Giao cu’a mô. t ho. bất kỳ (có thê’ vô ha. n) các không gian vécto. con

cu’a V la. i là mô. t không gian vécto. con cu’a V .

Chú.ng minh: Gia’ su.’ {Vi}i∈I là mô. t ho. các không gian con cu’a V . Vı̀ mỗi Vi khép

ḱın d̄ối vó.i phép cô.ng vécto. và phép nhân vécto. vó.i vô hu.́o.ng, nên giao cu’a chúng

∩i∈IVi cũng có t́ınh chất d̄ó. 2

D- i.nh ngh̃ıa 4.5 Gia’ su.’ X là mô. t tâ.p con cu’a không gian vécto. V . Giao cu’a tất

ca’ các không gian vécto. con cu’a V chú.a X d̄u.o.. c go. i là không gian vécto. con cu’a

V sinh bo.’ i X và d̄u.o.. c ký hiê.u là L(X).

Tù. d̄i.nh ngh̃ıa suy ngay ra rà̆ng L(X) là không gian vécto. con nho’ nhất cu’a V

chú.a X.
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Hai tru.̀o.ng ho.. p d̄ă.c biê.t là L(∅) = {0} và L(W ) = W d̄ối vó.i mo. i không gian

vécto. con W cu’a V .

Mê.nh d̄è̂ 4.6 Gia’ su.’ X 6= ∅. Khi d̄ó L(X) là tâ. p ho.. p các tô’ ho.. p tuyến t́ınh cu’a

các phà̂n tu.’ cu’a X. Nói riêng, nếu X = {γ1, ..., γk} th̀ı

L(γ1, ..., γk) = {
k∑

i=1

aiγi|ai ∈ K}.

Chú.ng minh: Tâ.p ho.. p các tô’ ho.. p tuyến t́ınh cu’a các phà̂n tu.’ cu’a X tất nhiên là

mô. t không gian vécto. con chú.a X. Mă. t khác, mỗi tô’ ho.. p tuyến t́ınh cu’a các phà̂n

tu.’ cu’a X d̄è̂u nà̆m trong mo. i không gian vécto. con chú.a X. Vâ.y tâ.p ho.. p các tô’

ho.. p tuyến t́ınh cu’a các phà̂n tu.’ cu’a X ch́ınh là không gian vécto. con bé nhất cu’a

V chú.a X. 2

D- i.nh ngh̃ıa 4.7 Số chiè̂u cu’a không gian L(X) d̄u.o.. c go. i là ha. ng cu’a tâ.p (hoă.c hê.)

vécto. X và d̄u.o.. c ký hiê.u là rank(X).

Ta go. i mô.t tâ.p con cu’a X là d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh cu.. c d̄a. i trong X nếu tâ.p d̄ó d̄ô. c

lâ.p tuyến t́ınh và nếu thêm bất kỳ vécto. nào cu’a X vào tâ.p d̄ó th̀ı ta thu d̄u.o.. c

mô.t tâ.p phu. thuô.c tuyến t́ınh.

Mê.nh d̄è̂ sau d̄ây chı’ ra cách t́ınh ha.ng cu’a mô.t tâ.p vécto. trong thu.. c hành.

Mê.nh d̄è̂ 4.8 Ha. ng cu’a tâ. p vécto. X bà̆ng số vécto. cu’a mỗi tâ. p con d̄ô. c lâ. p tuyến

t́ınh cu.. c d̄a. i trong X.

Chú.ng minh: Nếu tâ.p con A d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh cu.. c d̄a. i trong X th̀ı mo. i phà̂n tu.’

cu’a X biê’u thi. tuyến t́ınh qua A, do d̄ó mo. i phà̂n tu.’ cu’a L(X) cũng vâ.y. Nói cách

khác A cũng là d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh cu.. c d̄a. i trong L(X). Vâ.y số phà̂n tu.’ cu’a A là

số chiè̂u cu’a không gian vécto. L(X). 2

Hê. qua’ 4.9 Hai tâ. p con d̄ô. c lâ. p tuyến t́ınh cu.. c d̄a. i trong X có cùng số phà̂n tu.’ .
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Nhâ.n xét: Trong Chu.o.ng III, Nhâ.n xét 8.2, chúng ta sẽ gió.i thiê.u mô.t phu.o.ng

pháp d̄o.n gia’n, dẽ̂ thu.. c hành d̄ê’ t́ınh ha.ng cu’a mô.t hê. vécto. trong Kn hoă.c Kn.

Phu.o.ng pháp này du.. a trên nhâ.n xét là ha.ng cu’a mô.t hê. vécto. không thay d̄ô’i sau

các phép biến d̄ô’i so. cấp. Ngu.̀o.i ta dùng các phép biến d̄ô’i so. cấp d̄ê’ d̄u.a hê. vécto.

d̄ã cho vè̂ da.ng “tam giác trên”. Số các phà̂n tu.’ khác 0 trên d̄u.̀o.ng chéo cu’a “tam

giác” này ch́ınh là ha.ng cu’a hê. vécto..

5 Tô’ng và tô’ng tru.. c tiếp

Gia’ su.’ W1, ...,Wm là các không gian vécto. con cu’a V . Tâ.p ho.. p

W1 + · · · + Wm = {α1 + · · · + αm|αi ∈ Wi, i = 1, ...,m}

hiê’n nhiên lâ.p nên mô.t không gian vécto. con cu’a V .

D- i.nh ngh̃ıa 5.1 Không gian vécto. W1 + · · ·+ Wm d̄u.o.. c go. i là tô’ng cu’a các không

gian W1, ...,Wm. Nó cũng d̄u.o.. c ký hiê’u bo.’ i
∑m

i=1 Wi.

Mỗi vécto. cu’a W1 + · · · + Wm có thê’ viết du.́o.i da.ng

α = α1 + · · · + αm, αi ∈ Wi.

Cách viết này nói chung không duy nhất. Chă’ ng ha.n, nếu W1 ∩W2 6= {0}, th̀ı mỗi

vécto. α ∈ W1 ∩ W2 \ {0} có hai biê’u thi. α = α + 0 = 0 + α, trong d̄ó vécto. thú.

nhất trong tô’ng thuô.c W1 còn vécto. thú. hai trong tô’ng thuô.c W2.

D- i.nh ngh̃ıa 5.2 Nếu mo. i vécto. trong tô’ng W1 + · · ·+Wm d̄è̂u viết d̄u.o.. c duy nhất

du.́o.i da.ng α = α1 + · · ·+αm, vó.i αi ∈ Wi (i = 1, ...,m) th̀ı W1 + · · ·+Wm d̄u.o.. c go. i

là tô’ng tru.. c tiếp cu’a các không gian W1, ...,Wm, và d̄u.o.. c ký hiê.u là W1 ⊕· · ·⊕Wm.

D- i.nh lý 5.3 W1 + · · · + Wm là tô’ng tru.. c tiếp cu’a W1, ...,Wm nếu và chı’ nếu mô. t

trong hai d̄iè̂u kiê. n tu.o.ng d̄u.o.ng sau d̄ây d̄u.o.. c thoa’ mãn:
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(i) Wi ∩ (
∑

j 6=i Wj) = {0}, (i = 1, ...,m),

(ii) Wi ∩ (
∑

j>i Wj) = {0}, (i = 1, ...,m − 1).

Chú.ng minh: Gia’ su.’ W1 + · · · + Wm là mô. t tô’ng tru.. c tiếp. Khi d̄ó d̄iè̂u kiê.n (i)

d̄u.o.. c thoa’ mãn. Thâ. t vâ.y, gia’ su.’ pha’n chú.ng có chı’ số i sao cho

Wi ∩ (
∑
j 6=i

Wj) 6= {0}.

Go.i γ 6= 0 là mô. t vécto. cu’a giao d̄ó. Vı̀ γ ∈ ∑
j 6=i Wj, nên γ có thê’ viết du.́o.i da.ng

γ =
∑
j 6=i

γj, γj ∈ Wj.

Ta d̄ă. t γi = −γ, và thu d̄u.o.. c hai cách biê’u thi khác nhau cu’a 0 du.́o.i da.ng tô’ng

cu’a nhũ.ng phà̂n tu.’ cu’a Wi :

0 = γ1 + · · · + γm

= 0 + · · · + 0.

D- iè̂u vô lý này bác bo’ gia’ thiết pha’n chú.ng.

Rõ ràng d̄iè̂u kiê.n (i) kéo theo d̄iè̂u kiê.n (ii).

Gia’ su.’ d̄iè̂u kiê.n (ii) d̄u.o.. c thoa’ mãn. Nếu α ∈ W1 + · · · + Wm có hai biê’u thi.

α = α1 + · · · + αm = β1 + · · · + βm,

vó.i αi, βi ∈ Wi, th̀ı

α1 − β1 =
∑
j>1

−(αj − βj) ∈ W1 ∩ (
∑
j>1

Wj) = {0}.

Do d̄ó α1 = β1 và α2 + · · · + αm = β2 + · · · + βm.

Lă.p la. i quá tr̀ınh lâ.p luâ.n trên d̄ê’ có α2 = β2, ..., αm = βm. Vâ.y W1 + · · ·+ Wm

là mô. t tô’ng tru.. c tiếp. 2

D- i.nh lý 5.4 Gia’ su.’ U và W là các không gian vécto. con cu’a mô. t không gian vécto.

hũ.u ha. n chiè̂u V . Khi d̄ó

dim U + dim W = dim(U + W ) + dim(U ∩ W ).
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Chú.ng minh: Gia’ su.’ (α1, ..., αr) là mô. t co. so.’ cu’a U ∩W . (Nếu U ∩W = {0}, th̀ı

ta coi r = 0.) Ta bô’ sung hê. này d̄ê’ có mô. t co. so.’ (α1, ..., αr, β1, ..., βs) cu’a U và mô.t

co. so.’ (α1, ..., αr, γ1, ..., γt) cu’a W . Ta sẽ chú.ng to’ rà̆ng (α1, ..., αr, β1, ..., βs, γ1, ..., γt)

là mô. t co. so.’ cu’a U + W .

Rõ ràng (α1, ..., αr, β1, ..., βs, γ1, ..., γt) là mô. t hê. sinh cu’a U +W . D- ê’ chú.ng minh

d̄ó là mô. t hê. d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh, ta gia’ su.’ có mô.t ràng buô.c tuyến t́ınh

a1α1 + · · · + arαr + b1β1 + · · · + bsβs + c1γ1 + · · · + ctγt = 0,

trong d̄ó ai, bj, ck ∈ K. Vécto.

a1α1 + · · · + arαr + b1β1 + · · · + bsβs = −c1γ1 − · · · − ctγt

vù.a thuô.c U (do biê’u thú.c o.’ vế trái), vù.a thuô.c W (do biê’u thú.c o.’ vế pha’ i), nên

nó thuô.c U ∩ W , và do d̄ó biê’u thi. tuyến t́ınh qua α1, ..., αr:

−c1γ1 − · · · − ctγt = d1α1 + · · · + drαr.

Ta viết la. i d̄ă’ ng thú.c này nhu. sau

d1α1 + · · · + drαr + c1γ1 + · · · + ctγt = 0.

Vı̀ hê. (α1, ..., αr, γ1, ..., γt) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh, nên c1 = · · · = ct = d1 = · · · = dr = 0.

Do d̄ó

a1α1 + · · · + arαr + b1β1 + · · · + bsβs = 0.

Hê. vécto. (α1, ..., αr, β1, ..., βs) cũng d̄ô.c lâ.p tuyến t́ınh, cho nên a1 = · · · = ar =

b1 = · · · = bs = 0. Kết ho.. p d̄iè̂u này vó.i các hê. thú.c c1 = · · · = ct = 0 ta suy ra

hê. vécto. (α1, ..., αr, β1, ..., βs, γ1, ..., γt) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh, và do d̄ó nó là mô. t co. so.’

cu’a U + W .

D- ếm số vécto. cu’a các co. so.’ d̄ã xây du.. ng cho U,W,U ∩ W,U + W , ta có

dim(U + W ) = r + s + t = (r + s) + (r + t) − r

= dim U + dim W − dim(U ∩ W ). 2
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Hê. qua’ 5.5

dim(U ⊕ W ) = dim U + dim W. 2

D- i.nh ngh̃ıa 5.6 Nếu V = U ⊕ W th̀ı W d̄u.o.. c go. i là mô. t phà̂n bù tuyến t́ınh cu’a

U trong V , và dim W = dim V − dim U d̄u.o.. c go. i là d̄ối chiè̂u cu’a U trong V .

Gia’ su.’ V = U ⊕ W . Khi d̄ó mỗi vécto. v ∈ V có thê’ viết duy nhất du.́o.i da.ng

v = u + w, trong d̄ó u ∈ U , w ∈ W . Ta d̄i.nh ngh̃ıa mô.t ánh xa.

prU : V → U,

prU(v) = u.

Nó d̄u.o.. c go. i là phép chiếu cu’a V lên U theo phu.o.ng W .

Phép chiếu prW cu’a V lên W theo phu.o.ng U d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa tu.o.ng tu.. .

Phép chiếu có các t́ınh chất sau:

prU(v + v′) = prU(v) + prU(v′), ∀v, v′ ∈ V,

prU(av) = aprU(v), ∀a ∈ K, v ∈ V.

6 Không gian thu.o.ng

Gia’ su.’ W là mô. t không gian vécto. con cu’a không gian V . Ta d̄i.nh ngh̃ıa quan hê.

∼ trên V nhu. sau:

α ∼ β ⇐⇒ α − β ∈ W.

Dẽ̂ dàng kiê’m tra la. i rà̆ng ∼ là mô. t quan hê. tu.o.ng d̄u.o.ng, tú.c là mô. t quan hê. có

ba t́ınh chất pha’n xa. , d̄ối xú.ng và bắc cà̂u.

Tâ.p thu.o.ng cu’a V theo quan hê. ∼ d̄u.o.. c ký hiê.u là V/W . Ló.p tu.o.ng d̄u.o.ng

cu’a phà̂n tu.’ α ∈ V d̄u.o.. c ký hiê.u là [α], hoă.c α + W .

Ta trang bi. cho V/W hai phép toán sau d̄ây:

[α] + [β] = [α + β], ∀α, β ∈ V,

a[α] = [aα], ∀a ∈ K, α ∈ V.
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Mê.nh d̄è̂ 6.1 Hai phép toán nói trên d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa không phu. thuô. c vào viê. c

cho. n d̄a. i biê’u. Ho.n nũ.a, V/W d̄u.o.. c trang bi. hai phép toán d̄ó là mô. t K-không

gian vécto..

D- i.nh ngh̃ıa 6.2 Không gian vécto. V/W d̄u.o.. c go. i là không gian thu.o.ng cu’a V theo

không gian con W .

Chú.ng minh Mê.nh d̄è̂ 6.1. Gia’ su.’ [α] = [α′], [β] = [β′], ngh̃ıa là α − α′ ∈

W,β − β′ ∈ W . Khi d̄ó, v̀ı W là mô. t không gian vécto. con, cho nên

(α + β) − (α′ + β′) = (α − α′) + (β − β′) ∈ W.

D- iè̂u này chú.ng to’ rà̆ng [α + β] = [α′ + β′].

Tu.o.ng tu.. , nếu [α] = [α′], tú.c là α − α′ ∈ W , th̀ı

aα − aα′ = a(α − α′) ∈ W.

D- iè̂u này có ngh̃ıa là [aα] = [aα′].

Phà̂n tu.’ trung lâ.p cu’a phép cô.ng trong V/W ch́ınh là [0] = 0+W . Phà̂n tu.’ d̄ối

cu’a [α] ch́ınh là [−α]. Dẽ̂ dàng kiê’m tra rà̆ng các tiên d̄è̂ khác vè̂ không gian vécto.

d̄u.o.. c thoã mãn cho không gian V/W . 2

Hai tru.̀o.ng ho.. p d̄ă.c biê.t cu’a không gian thu.o.ng là

V/V = {0},

V/{0} = V.

D- i.nh lý 6.3

dim V/W = dim V − dim W.

Chú.ng minh: Gia’ su.’ (α1, ..., αr) là mô. t co. so.’ cu’a W . (Nếu W = {0} th̀ı ta coi

r = 0.) Ta bô’ sung hê. vécto. nói trên d̄ê’ có mô. t co. so.’ (α1, ..., αr, β1, ..., βs) cu’a V .

Ta sẽ chú.ng minh rà̆ng ([β1], ..., [βs]) là mô. t co. so.’ cu’a V/W .
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Gia’ su.’ có mô.t ràng buô.c tuyến t́ınh

b1[β1] + · · · + bs[βs] = [0].

D- iè̂u này có ngh̃ıa là b1β1 + · · · + bsβs ∈ W . Vı̀ thế vécto. d̄ó biê’u thi. tuyến t́ınh

qua co. so.’ d̄ã cho.n cu’a W :

b1β1 + · · · + bsβs = a1α1 + · · · + arαr.

Vı̀ hê. (α1, ..., αr, β1, ..., βs) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh, nên a1 = · · · = ar = b1 = · · · = bs = 0.

Nhu. thế, hê. ([β1], ..., [βs]) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh.

Mă.t khác, rõ ràng ([β1], ..., [βs]) là mô. t hê. sinh cu’a không gian V/W . Thâ. t vâ.y,

mỗi vécto. α ∈ V biê’u thi. tuyến t́ınh qua (α1, ..., αr, β1, ..., βs):

α = c1α1 + · · · + crαr + d1β1 + · · · + dsβs (ci, dj ∈ K).

Vı̀ c1α1 + · · · + crαr ∈ W , cho nên

[α] = [d1β1 + · · · + dsβs] = d1[β1] + · · · + ds[βs].

Nhu. vâ.y, mỗi vécto. [α] ∈ V/W d̄è̂u biê’u thi. tuyến t́ınh d̄u.o.. c qua ([β1], ..., [βs]).

D- ếm số vécto. cu’a các co. so.’ d̄ã xây du.. ng cho W,V, V/W ta có

dim V/W = s = (r + s) − r = dim V − dim W. 2

Ta d̄i.nh ngh̃ıa ánh xa.

π : V → V/W,

π(α) = [α] = α + W.

và go. i nó là phép chiếu tù. V lên V/W . Phép chiếu có nhũ.ng t́ınh chất sau d̄ây:

π(α + β) = π(α) + π(β), ∀α, β ∈ V,

π(aα) = aπ(α), ∀a ∈ K, β ∈ V.
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Trong chu.o.ng sau chúng ta sẽ nghiên cú.u mô.t cách có hê. thống nhũ.ng ánh xa.

có hai t́ınh chất nhu. thế. Chúng d̄u.o.. c go. i là các ánh xa. tuyến t́ınh.

Bài tâ.p

1. Xét xem các tâ.p ho.. p sau d̄ây có lâ.p thành K-không gian vécto. hay không d̄ối

vó.i các phép toán thông thu.̀o.ng (d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa theo tù.ng thành phà̂n):

(a) Tâ.p ho.. p tất ca’ các dãy (x1, ..., xn) ∈ Kn thoa’ mãn d̄iè̂u kiê.n x1 + · · · +

xn = 0.

(b) Tâ.p ho.. p tất ca’ các dãy (x1, ..., xn) ∈ Kn thoa’ mãn d̄iè̂u kiê.n x1 + · · · +

xn = 1.

(c) Tâ.p ho.. p tất ca’ các dãy (x1, ..., xn) ∈ Kn thoa’ mãn d̄iè̂u kiê.n x1 = xn =

−1.

(d) Tâ.p ho.. p tất ca’ các dãy (x1, ..., xn) ∈ Kn thoa’ mãn d̄iè̂u kiê.n x1 = x3 =

x5 = · · ·, x2 = x4 = x6 = · · ·.

(e) Tâ.p ho.. p các ma trâ.n vuông (aij)n×n d̄ối xú.ng cấp n, ngh̃ıa là các ma

trâ.n thoa’ mãn aij = aji, vó.i 1 ≤ i, j ≤ n.

2. Tâ.p ho.. p tất ca’ các dãy (x1, ..., xn) ∈ Rn vó.i tất ca’ các thành phà̂n x1, ..., xn

d̄è̂u nguyên có lâ.p thành mô.t R-không gian vecto. hay không?

3. Vó.i các phép toán thông thu.̀o.ng, Q có là mô. t R-không gian vécto. hay không?

R có là mô. t C-không gian vécto. hay không?

4. Chú.ng minh rà̆ng nhóm Z không d̄ă’ ng cấu vó.i nhóm cô.ng cu’a bất kỳ mô.t

không gian vécto. trên bất kỳ tru.̀o.ng nào.
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5. Chú.ng minh rà̆ng nhóm abel A d̄ối vó.i phép cô.ng + có thê’ tro.’ thành mô.t

không gian vécto. trên tru.̀o.ng Fp nếu và chı’ nếu

px = x + x + · · · + x︸ ︷︷ ︸
p

= 0, ∀x ∈ A.

6. Xét xem các vécto. sau d̄ây d̄ô. c lâ.p hay phu. thuô.c tuyến t́ınh trong R4:

(a) e1 = (−1,−2, 1, 2), e2 = (0,−1, 2, 3), e3 = (1, 4, 1, 2), e4 = (−1, 0, 1, 3).

(b) α1 = (−1, 1, 0, 1), α2 = (1, 0, 1, 1), α3 = (−3, 1,−2,−1).

7. Chú.ng minh rà̆ng hai hê. vécto. sau d̄ây là các co. so.’ cu’a C3. T̀ım ma trâ.n

chuyê’n tù. co. so.’ thú. nhất sang co. so.’ thú. hai:

e1 = (1, 2, 1), e2 = (2, 3, 3), e3 = (3, 7, 1);

e′1 = (3, 1, 4), e′2 = (5, 2, 1), e′3 = (1, 1,−6).

8. Chú.ng minh rà̆ng hai hê. vécto. sau d̄ây là các co. so.’ cu’a C4. T̀ım mối liên hê.

giũ.a toa. d̄ô. cu’a cùng mô.t vécto. trong hai co. so.’ d̄ó:

e1 = (1, 1, 1, 1), e2 = (1, 2, 1, 1), e3 = (1, 1, 2, 1), e4 = (1, 3, 2, 3);

e′1 = (1, 0, 3, 3), e′2 = (2, 3, 5, 4), e′3 = (2, 2, 5, 4), e′4 = (2, 3, 4, 4).

9. Xét xem các tâ.p ho.. p hàm số thu.. c sau d̄ây có lâ.p thành không gian vécto. d̄ối

vó.i các phép toán thông thu.̀o.ng hay không? Nếu có, hãy t̀ım số chiè̂u cu’a các

không gian d̄ó.

(a) Tâ.p R[X] các d̄a thú.c cu’a mô.t â’n X.

(b) Tâ.p C∞(R) các hàm thu.. c kha’ vi vô ha.n trên R.

(c) Tâ.p C0(R) các hàm thu.. c liên tu. c trên R.

(d) Tâ.p các hàm thu.. c bi. chă.n trên R.

(e) Tâ.p các hàm f : R → R sao cho supx∈R |f(x)| ≤ 1.

(f) Tâ.p các hàm f : R → R thoa’ mãn d̄iè̂u kiê.n f(0) = 0.
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(g) Tâ.p các hàm f : R → R thoa’ mãn d̄iè̂u kiê.n f(0) = −1.

(h) Tâ.p các hàm thu.. c d̄o.n d̄iê.u trên R.

10. D- i.nh ngh̃ıa hai phép toán cô.ng và nhân vó.i vô hu.́o.ng trên tâ.p ho.. p

V = {(x, y) ∈ R × R | y > 0}

nhu. sau:

(x, y) + (u, v) = (x + u, yv), ∀(x, y), (u, v) ∈ V,

a(x, y) = (ax, ya), ∀a ∈ R, (x, y) ∈ V.

Xét xem V có là mô. t không gian vécto. thu.. c d̄ối vó.i hai phép toán d̄ó không.

Nếu có, hãy t̀ım mô.t co. so.’ cu’a không gian ấy.

11. Ma trâ.n chuyê’n tù. mô.t co. so.’ sang mô.t co. so.’ khác thay d̄ô’i thế nào nếu:

(a) d̄ô’i chỗ hai vécto. trong co. so.’ thú. nhất?

(b) d̄ô’i chỗ hai vécto. trong co. so.’ thú. hai?

(c) d̄ă. t các vécto. trong mỗi co. so.’ theo thú. tu.. hoàn toàn ngu.o.. c la. i?

12. Cho a là mô. t số thu.. c. Chú.ng minh rà̆ng hai hê. vécto. (1, X,X2, ..., Xn) và

(1, (X − a), (X − a)2, ..., (X − a)n) là các co. so.’ cu’a không gian R[X]n các d̄a

thú.c hê. số thu.. c vó.i bâ.c không vu.o.. t quá n. T̀ım ma trâ.n chuyê’n tù. co. so.’ thú.

nhất sang co. so.’ thú. hai.

13. T̀ım các toa. d̄ô. cu’a d̄a thú.c f(X) = a0 + a1X + · · · + anX
n trong hai co. so.’

nói trên.

14. Cho không gian vécto. con L cu’a không gian R[X]. Chú.ng minh rà̆ng nếu L

chú.a ı́t nhất mô.t d̄a thú.c bâ.c k vó.i mo. i k = 0, 1, ..., n nhu.ng không chú.a d̄a

thú.c nào vó.i bâ.c ló.n ho.n n th̀ı L ch́ınh là không gian con R[X]n tất ca’ các

d̄a thú.c vó.i bâ.c không vu.o.. ct quá n.
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15. Chú.ng minh rà̆ng tâ.p ho.. p các vécto. (x1, ..., xn) ∈ Rn thoa’ mãn hê. thú.c

x1 + 2x2 + · · · + nxn = 0 là mô.t không gian vécto. con cu’a Rn. T̀ım số chiè̂u

và mô.t co. so.’ cho không gian vécto. con d̄ó.

16. T̀ım tất ca’ các F2-không gian vécto. con mô.t và hai chiè̂u cu’a F3
2. Gia’ i bài

toán tu.o.ng tu.. d̄ối vó.i không gian F3
p, trong d̄ó p là mô. t số nguyên tố.

17. Chú.ng minh rà̆ng các ma trâ.n vuông d̄ối xú.ng cấp n vó.i các phà̂n tu.’ trong

tru.̀o.ng K lâ.p thành mô.t không gian vécto. con cu’a M(n×n,K). T̀ım số chiè̂u

và mô.t co. so.’ cho K-không gian vécto. con d̄ó.

18. Chú.ng minh rà̆ng các ma trâ.n vuông (aij)n×n pha’n d̄ối xú.ng cấp n, ngh̃ıa là

các ma trâ.n thoa’ mãn aij = −aji, vó.i 1 ≤ i, j ≤ n, lâ.p thành mô.t không gian

vécto. con cu’a M(n × n,K). T̀ım số chiè̂u và mô. t co. so.’ cho K-không gian

vécto. con d̄ó.

19. Gia’ su.’ V1 ⊂ V2 là các không gian vécto. con cu’a V . Chú.ng minh rà̆ng dim V1 ≤

dim V2, d̄ă’ ng thú.c xa’y ra khi và chı’ khi V1 = V2. Khă’ ng d̄i.nh d̄ó còn d̄úng

hay không nếu V1 và V2 là các không gian vécto. con bất kỳ cu’a V ?

20. Gia’ su.’ V1, V2 là các không gian vécto. con cu’a V . Chú.ng minh rà̆ng nếu

dim V1 + dim V2 > dim V th̀ı V1 ∩ V2 chú.a ı́t nhất mô.t vécto. khác không.

21. Vó.i gia’ thiết nhu. bài tâ.p tru.́o.c, chú.ng minh rà̆ng nếu dim(V1+V2) = dim(V1∩

V2)+1 th̀ı V1 +V2 trùng vó.i mô. t trong hai không gian con d̄ã cho, còn V1 ∩V2

trùng vó.i không gian con còn la. i.

T̀ım ha.ng cu’a các hê. vécto. sau d̄ây:

22. α1 = (1, 2, 0, 1), α2 = (1, 1, 1, 0), α3 = (1, 0, 1, 0), α4 = (1, 3, 0, 1).

23. α1 = (1, 1, 1, 1), α2 = (1, 3, 1, 3), α3 = (1, 2, 0, 2), α4 = (1, 2, 1, 2), α5 =

(3, 1, 3, 1).
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T̀ım co. so.’ cu’a tô’ng và giao cu’a các không gian vécto. con sinh bo.’ i các hê.

vécto. α1, ..., αk và β1, ..., β` sau d̄ây:

24. α1 = (1, 2, 1), α2 = (1, 1,−1), α3 = (1, 3, 3),

β1 = (2, 3,−1), β2 = (1, 2, 2), β3 = (1, 1,−3).

25. α1 = (1, 2, 1,−2), α2 = (2, 3, 1, 0), α3 = (1, 2, 2,−3),

β1 = (1, 1, 1, 1), β2 = (1, 0, 1,−1), β3 = (1, 3, 0,−4).

26. α1 = (1, 1, 0, 0), α2 = (0, 1, 1, 0), α3 = (0, 0, 1, 1),

β1 = (1, 0, 1, 0), β2 = (0, 2, 1, 1), β3 = (1, 2, 1, 2).

27. Chú.ng minh rà̆ng vó.i mo. i không gian vécto. con V1 cu’a V tò̂n ta. i mô. t không

gian vécto. con V2 cu’a V sao cho V = V1 ⊕V2. Không gian V2 có xác d̄i.nh duy

nhất hay không?

28. Chú.ng minh rà̆ng không gian Cn là tô’ng tru.. c tiếp cu’a không gian vécto. con

U xác d̄i.nh bo.’ i phu.o.ng tr̀ınh x1 +x2 + · · ·+xn = 0 và không gian vécto. con V

xác d̄i.nh bo.’ i phu.o.ng tr̀ınh x1 = x2 = · · · = xn. T̀ım h̀ınh chiếu cu’a các vécto.

trong co. so.’ ch́ınh tắc cu’a Cn lên U theo phu.o.ng V và lên V theo phu.o.ng U .

29. Cho K là mô. t tru.̀o.ng có d̄ă. c số khác 2. Chú.ng minh rằng không gian M(n×

n,K) các ma trâ.n vuông cấp n là tô’ng tru.. c tiếp cu’a không gian S(n) gò̂m các

ma trâ.n d̄ối xú.ng và không gian A(n) gò̂m các ma trâ.n pha’n d̄ối xú.ng. T̀ım

h̀ınh chiếu cu’a ma trâ.n C ∈ M(n × n,K) lên S(n) theo phu.o.ng A(n) và lên

A(n) theo phu.o.ng S(n).

30. Go. i K[X]n là K-không gian vécto. các d̄a thú.c vó.i hê. số trong K có bâ.c ≤ n.

T̀ım không gian thu.o.ng K[X]n/K[X]m và số chiè̂u cu’a nó khi m < n.
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Chu.o.ng II

MA TRÂ. N VÀ ÁNH XA. TUYẾN TÍNH

Cấu trúc cu’a các không gian vécto. chı’ lô. rõ khi chúng ta nghiên cú.u chúng

không pha’i nhu. nhũ.ng d̄ối tu.o.. ng riêng rẽ, mà trái la. i d̄ă. t chúng trong mối liên hê.

vó.i nhau. Công cu. dùng d̄ê’ xác lâ.p mối liên hê. giũ.a các không gian vécto. là các

ánh xa. tuyến t́ınh. Ngôn ngũ. giúp cho viê.c mô ta’ cu. thê’ các ánh xa. tuyến t́ınh là

các ma trâ.n.

1 Ma trâ.n

Gia’ su.’ K là mô. t tru.̀o.ng tuỳ ý.

D- i.nh ngh̃ıa 1.1 Mỗi ba’ng có da.ng

A =



a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

. . ... .

am1 am2 ... amn


,

trong d̄ó aij ∈ K (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n), d̄u.o.. c go. i là mô. t ma trâ. n m hàng (hay

dòng) n cô. t vó.i các phà̂n tu.’ trong K. Nếu m = n, th̀ı ta nói A là mô. t ma trâ.n

vuông cấp n. Vécto. hàng

(ai1, ai2, ..., ain)

d̄u.o.. c go. i là hàng thú. i cu’a ma trâ.n A. Vécto. cô. t

(a1j, a2j, ..., amj)
t

d̄u.o.. c go. i là cô. t thú. j cu’a ma trâ.n A.
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Ma trâ.n nói trên thu.̀o.ng d̄u.o.. c ký hiê.u go.n là A = (aij)m×n.

Tâ.p ho.. p tất ca’ các ma trâ.n m hàng, n cô. t vó.i các phà̂n tu.’ trong K d̄u.o.. c ký

hiê.u là M(m × n,K), hay Mat(m × n,K).

Ta d̄i.nh ngh̃ıa hai phép toán cô.ng và nhân vó.i vô hu.́o.ng trên M(m×n,K) nhu.

sau:

a11 ... a1n

a21 ... a2n

. ... .

am1 ... amn


+



b11 ... b1n

b21 ... b2n

. ... .

bm1 ... bmn


=



a11 + b11 ... a1n + b1n

a21 + b21 ... a2n + b2n

. ... .

am1 + bm1 ... amn + bmn


,

a



a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

. . ... .

am1 am2 ... amn


=



aa11 aa12 ... aa1n

aa21 aa22 ... aa2n

. . ... .

aam1 aam2 ... aamn


, (a ∈ K).

Mê.nh d̄è̂ 1.2 M(m × n,K) d̄u.o.. c trang bi. hai phép toán nói trên là mô. t không

gian vécto. trên tru.̀o.ng K vó.i số chiè̂u bà̆ng

dim M(m × n,K) = m × n.

Chú.ng minh: Dẽ̂ dàng kiê’m tra khă’ ng d̄i.nh M(m × n,K) là mô. t K-không gian

vécto.. Lu.u ý rà̆ng phà̂n tu.’ trung lâ.p cu’a phép cô.ng trong M(m × n,K) là

0 =


0 0 ... 0

. . ... .

0 0 ... 0

 ,

và phà̂n tu.’ d̄ối cu’a A = (aij)m×n là −A = (−aij)m×n.

D- ê’ chú.ng minh khă’ ng d̄i.nh vè̂ số chiè̂u cu’a M(m × n,K) ta xét ma trâ.n Eij

(1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n) gò̂m toàn phà̂n tu.’ 0, loa. i trù. phà̂n tu.’ duy nhất bà̆ng 1 nà̆m

trên giao cu’a hàng i và cô. t j. Gia’ su.’ A = (aij)m×n ∈ M(m × n,K). Ta có

A =
m∑

i=1

n∑
j=1

aijEij.
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Nhu. vâ.y hê. (Eij|1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n) là mô. t hê. sinh cu’a M(m×n,K). Mă.t khác,

mỗi ràng buô.c tuyến t́ınh
m∑

i=1

n∑
j=1

bijEij = 0

kéo theo B = (bij)m×n = 0. Tú.c là bij = 0 vó.i mo. i i, j. D- iè̂u này chú.ng to’

(Eij|1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh. 2

Cho hai ma trâ.n A = (aij) ∈ M(m × n,K), B = (bjk) ∈ M(n × p,K).

D- i.nh ngh̃ıa 1.3 T́ıch AB cu’a ma trâ.n A và ma trâ.n B là ma trâ.n C = (cik) ∈

M(m × p,K) vó.i các phà̂n tu.’ d̄u.o.. c xác d̄i.nh nhu. sau

cik =
n∑

j=1

aijbjk, (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ k ≤ p).

D- i.nh ngh̃ıa này d̄u.o.. c minh ho.a bà̆ng h̀ınh vẽ sau d̄ây:

=
• • ◦ ∗

•

◦

∗

Vı́ du. : 
a b c

d e f

g h i




x t

y u

z v

 =


ax + by + cz at + bu + cv

dx + ey + fz dt + eu + fv

gx + hy + iz gt + hu + iv

 .

Nhâ.n xét: D- iè̂u kiê.n d̄ê’ d̄i.nh ngh̃ıa d̄u.o.. c ma trâ.n t́ıch AB là

số cô. t cu’a A = số hàng cu’a B.
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Có thê’ xa’y ra tru.̀o.ng ho.. p t́ıch AB th̀ı d̄i.nh ngh̃ıa d̄u.o.. c, mà t́ıch BA th̀ı không.

Tru.̀o.ng ho.. p d̄ă. c biê.t, khi A và B d̄è̂u là các ma trâ.n vuông cấp n th̀ı ca’ hai

t́ıch AB và BA d̄è̂u d̄i.nh ngh̃ıa d̄u.o.. c. Nhu.ng nói chung AB 6= BA. Chă’ ng ha.n,

vó.i n = 2, ta có 1 0

0 0


 0 1

0 0

 =

 0 1

0 0

 6=

 0 0

0 0

 =

 0 1

0 0


 1 0

0 0

 .

Các d̄ă’ ng thú.c sau d̄ây d̄u.o.. c hiê’u theo ngh̃ıa: nếu mô.t vế d̄u.o.. c xác d̄i.nh th̀ı

vế kia cũng vâ.y và hai vế bà̆ng nhau.

(AB)C = A(BC),

A(B1 + B2) = AB1 + AB2,

(A1 + A2)B = A1B + A2B.

Chúng ta chú.ng minh d̄ă’ ng thú.c thú. nhất. Hai d̄ă’ ng thú.c còn la. i d̄u.o.. c xem

nhu. nhũ.ng bài tâ.p.

Gia’ su.’ A = (aij)m×n, B = (bjk)n×p, C = (ck`)p×q. Khi d̄ó phà̂n tu.’ nà̆m o.’ hàng i

cô. t ` cu’a ma trâ.n (AB)C là
p∑

k=1

(
n∑

j=1

aijbjk)ck`.

Còn phà̂n tu.’ nà̆m o.’ hàng i cô. t ` cu’a ma trâ.n A(BC) là

n∑
j=1

aij(
p∑

k=1

bjkck`).

Hiê’n nhiên ca’ hai phà̂n tu.’ nói trên d̄è̂u bà̆ng

n∑
j=1

p∑
k=1

aijbjkck`.

Vı̀ d̄iè̂u d̄ó d̄úng vó.i mo. i i, `, nên (AB)C = A(BC).

Nhũ.ng nhâ.n xét nói trên dẫn ta tó.i khă’ ng d̄i.nh sau d̄ây cho các ma trâ.n vuông.

Mê.nh d̄è̂ 1.4 Tâ. p ho.. p các ma trâ. n vuông M(n × n,K) cùng vó.i các phép toán

cô. ng và nhân ma trâ. n lâ. p thành mô. t vành có d̄o.n vi.. Vành này không giao hoán

nếu n > 1. 2
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Lu.u ý rà̆ng phà̂n tu.’ d̄o.n vi. cu’a vành M(n × n,K) là ma trâ.n sau d̄ây

E = En =



1 0 ... 0

0 1 ... 0

. . ... .

0 0 ... 1


.

Nó d̄u.o.. c go. i là ma trâ. n d̄o.n vi. cấp n.

D- i.nh ngh̃ıa 1.5 Ma trâ.n A ∈ M(n × n,K) d̄u.o.. c go. i là mô. t ma trâ. n kha’ nghi.ch

(hoă.c ma trâ. n không suy biến) nếu có ma trâ.n B ∈ M(n × n,K) sao cho AB =

BA = En. Khi d̄ó, ta nói B là nghi.ch d̄a’o cu’a A và ký hiê.u B = A−1.

Nhâ.n xét rà̆ng nếu A kha’ nghi.ch th̀ı ma trâ.n nghi.ch d̄a’o cu’a nó d̄u.o.. c xác d̄i.nh

duy nhất. Thâ. t vâ.y, gia’ su.’ B và B′ d̄è̂u là các nghi.ch d̄a’o cu’a A. Khi d̄ó

B = BEn = B(AB′) = (BA)B′ = EnB
′ = B′.

Trong chu.o.ng sau chúng ta sẽ chı’ ra mô.t d̄iè̂u kiê.n cà̂n và d̄u’ rất d̄o.n gia’n d̄ê’

cho mô.t ma trâ.n vuông là kha’ nghi.ch.

Sau d̄ây là v́ı du. vè̂ mô. t ló.p các ma trâ.n kha’ nghi.ch.

Mê.nh d̄è̂ 1.6 Go. i C là ma trâ. n chuyê’n tù. co. so.’ (α1, ..., αn) sang co. so.’ (α′
1, ..., α

′
n)

cu’a không gian vécto. V . Khi d̄ó, C là mô. t ma trâ. n kha’ nghi.ch, vó.i nghi.ch d̄a’o là

ma trâ. n chuyê’n C ′ tù. co. so.’ (α′
1, ..., α

′
n) sang co. so.’ (α1, ..., αn).

Chú.ng minh: Gia’ su.’ C = (cij), C ′ = (c′ij). Ta có

α′
j =

n∑
i=1

cijαi =
n∑

i=1

cij

n∑
k=1

c′kiα
′
k =

n∑
k=1

(
n∑

i=1

c′kicij)α
′
k.

Vı̀ biê’u thi. tuyến t́ınh cu’a mỗi véto. qua co. so.’ là duy nhất, nên ta nhâ.n d̄u.o.. c

n∑
i=1

c′kicij = δkj =

 1 nếu k = j,

0 nếu k 6= j.
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Ngh̃ıa là C ′C = En. Tu.o.ng tu.. , tráo d̄ô’i vai trò cu’a hai co. so.’ cho nhau, ta có

CC ′ = En. Nhu. vâ.y, C kha’ nghi.ch và C−1 = C ′. 2

Nhâ.n xét: Gia’ su.’ (α1, ..., αn) là mô. t co. so.’ cu’a không gian vécto. V , và C = (cij)

là mô. t ma trâ.n vuông cấp n và kha’ nghi.ch. Khi d̄ó hê. vécto. (α′
1, ..., α

′
n) xác d̄i.nh

bo.’ i α′
j =

∑n
i=1 cijαi cũng là mô.t co. so.’ cu’a V . Thâ. t vâ.y, nếu C ′ = (c′ij) là ma trâ.n

nghi.ch d̄a’o cu’a C th̀ı αj =
∑n

i=1 c′ijα
′
i. Do d̄ó (α′

1, ..., α
′
n) là mô. t hê. sinh cu’a V . Hê.

này có số phà̂n tu.’ d̄úng bà̆ng số chiè̂u cu’a V , nên nó là mô. t co. so.’ cu’a V . Tất

nhiên, C ch́ınh là ma trâ.n chuyê’n tù. co. so.’ (α1, ..., αn) sang co. so.’ (α′
1, ..., α

′
n).

Trong ngôn ngũ. t́ıch ma trâ.n, su.. kiê.n C là ma trâ.n chuyê’n tù. co. so.’ (α1, ..., αn)

sang co. so.’ (α′
1, ..., α

′
n), tú.c là hê. d̄ă’ ng thú.c α′

j =
∑n

i=1 cijαi (j = 1, ..., n), d̄u.o.. c viết

go.n nhu. sau

(α′
1 ... α′

n) = (α1 ... αn)C.

Ho.n nũ.a, nếu α =
∑n

i=1 xiαi =
∑n

j=1 x′
jα

′
j, th̀ı ta có

α = (α′
1 ... α′

n)


x′

1

...

x′
n

 = (α1 ... αn)C


x′

1

...

x′
n

 = (α1 ... αn)


x1

...

xn

 .

Do biê’u thi. tuyến t́ınh cu’a mỗi vécto. qua co. so.’ là duy nhất, nên
x1

...

xn

 = C


x′

1

...

x′
n

 .

D- i.nh ngh̃ıa 1.7 Ta ký hiê.u bo.’ i GL(n,K) tâ.p ho.. p tất ca’ các ma trâ.n kha’ nghi.ch

trong M(n × n,K).

Mê.nh d̄è̂ 1.8 GL(n,K) lâ. p thành mô. t nhóm d̄ối vó.i phép nhân các ma trâ. n.

Chú.ng minh: Tru.́o.c hết ta chú.ng minh rà̆ng GL(n,K) khép ḱın d̄ối vó.i phép

nhân ma trâ.n. Gia’ su.’ A,B ∈ GL(n,K). Khi d̄ó, tò̂n ta. i các ma trâ.n A−1, B−1 ∈
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M(n × n,K). Ta có

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEnA
−1 = AA−1 = En,

(B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A)B = B−1EnB = B−1B = En.

Nhu. vâ.y, AB cũng kha’ nghi.ch, ho.n nũ.a (AB)−1 = B−1A−1.

Ta d̄ã biết rà̆ng phép nhân các ma trâ.n vuông (nói riêng phép nhân các ma trâ.n

trong GL(n,K)) có t́ınh kết ho.. p.

Phà̂n tu.’ trung lâ.p (d̄o.n vi.) d̄ối vó.i phép nhân trong GL(n,K) ch́ınh là ma trâ.n

d̄o.n vi. En ∈ GL(n,K).

Theo d̄i.nh ngh̃ıa cu’a GL(n,K), mỗi ma trâ.n trong nó d̄è̂u có nghi.ch d̄a’o. Hiê’n

nhiên, nghi.ch d̄a’o A−1 cu’a mỗi ma trâ.n A ∈ GL(n,K) cũng là mô.t phà̂n tu.’ cu’a

GL(n,K). 2

D- i.nh ngh̃ıa 1.9 Hai ma trâ.n vuông A, A′ ∈ M(n × n,K) d̄u.o.. c go. i là d̄ò̂ng da. ng

nếu có mô.t ma trâ.n kha’ nghi.ch C ∈ GL(n,K) sao cho A′ = C−1AC.

Dẽ̂ thấy rà̆ng d̄ò̂ng da.ng là mô.t quan hê. tu.o.ng d̄u.o.ng.

Trong tiết sau chúng ta sẽ chú.ng minh rà̆ng mỗi ló.p tu.o.ng d̄u.o.ng cu’a các ma

trâ.n theo quan hê. d̄ò̂ng da.ng d̄u.o.. c d̄ă. t tu.o.ng ú.ng mô.t d̄ối mô. t vó.i mô. t tu.. d̄ò̂ng

cấu tuyến t́ınh cu’a mô.t không gian vécto. hũ.u ha.n chiè̂u nào d̄ó.

2 Ánh xa. tuyến t́ınh

Gia’ su.’ V và W là các không gian vécto. trên tru.̀o.ng K.

D- i.nh ngh̃ıa 2.1 (Ánh xa. tuyến t́ınh).

Ánh xa. f : V → W d̄u.o.. c go. i là mô. t ánh xa. tuyến t́ınh (hoă.c rõ ho.n, mô.t ánh

xa. K-tuyến t́ınh), nếu

f(α + β) = f(α) + f(β),

f(aα) = af(α),
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vó.i mo. i α, β ∈ V và mo. i vô hu.́o.ng a ∈ K.

Ánh xa. tuyến t́ınh cũng d̄u.o.. c go. i là d̄ò̂ng cấu tuyến t́ınh, hay d̄ò̂ng cấu cho d̄o.n

gia’n.

Nhâ.n xét rà̆ng hai d̄iè̂u kiê.n trong d̄i.nh ngh̃ıa ánh xa. tuyến t́ınh tu.o.ng d̄u.o.ng

vó.i d̄iè̂u kiê.n sau:

f(aα + bβ) = af(α) + bf(β), ∀α, β ∈ V, ∀a, b ∈ K.

Các t́ınh chất sau d̄ây cu’a ánh xa. tuyến t́ınh d̄u.o.. c suy ngay tù. d̄i.nh ngh̃ıa. Gia’

su.’ f : V → W là mô. t ánh xa. tuyến t́ınh. Khi d̄ó, ta có

(1) f(0) = 0.

Thâ. t vâ.y, f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0). Theo luâ. t gia’n u.́o.c, f(0) = 0.

(2) f(−α) = −f(α), ∀α ∈ V .

Thâ. t vâ.y, f(α) + f(−α) = f(α + (−α)) = f(0) = 0. Do d̄ó, f(−α) = −f(α).

(3) f(a1α1+· · ·+anαn) = a1f(α1)+· · ·+anf(αn), ∀a1, ..., an ∈ K,∀α1, ..., αn ∈ V .

D- ă’ ng thú.c này có thê’ d̄u.o.. c chú.ng minh bà̆ng quy na.p.

Vı́ du. 2.2 (a) Ánh xa. 0 : V → W xác d̄i.nh bo.’ i công thú.c 0(α) = 0 vó.i mo. i

α ∈ V là mô. t ánh xa. tuyến t́ınh.

(b) Ánh xa. d̄ò̂ng nhất idV : V → V, idV (α) = α là mô. t ánh xa. tuyến t́ınh.

(c) D- a.o hàm h̀ınh thú.c

d

dX
: K[X] → K[X],

d

dX
(anX

n + · · · + a1X1 + a0) = nanX
n−1 + · · · + a1

là mô. t ánh xa. tuyến t́ınh.
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(d) Phép liên ho.. p phú.c c : C → C, z 7→ z̄ là mô. t ánh xa. R-tuyến t́ınh, nhu.ng

không pha’i là mô. t ánh xa. C-tuyến t́ınh. Thâ.y vâ.y,

−1 = c(−1) = c(i2) 6= ic(i) = i(−i) = 1.

(e) Gia’ su.’ A = (aij) ∈ M(m × n,K). Khi d̄ó ánh xa.

Ã : Kn → Km,
x1

...

xn

 7→ A


x1

...

xn


là mô. t ánh xa. tuyến t́ınh.

(f) Các phép chiếu

pri : V1 × V2 → Vi,

pri(v1, v2) = vi

là các ánh xa. tuyến t́ınh, vó.i i = 1, 2.

(g) Gia’ su.’ W là mô. t không gian vécto. con cu’a V . Khi d̄ó phép chiếu

π : V → V/W,

π(α) = [α] = α + W

là mô. t ánh xa. tuyến t́ınh.

D- i.nh ngh̃ıa 2.3 Gia’ su.’ V và W là các K-không gian vécto.. Tâ.p ho.. p tất ca’ các

ánh xa. tuyến t́ınh tù. V vào W d̄u.o.. c ký hiê.u là L(V,W ) (hoă.c Hom(V,W )).

Vı̀ L(V,W ) chú.a ánh xa. 0, nên L(V,W ) 6= ∅.

Ta trang bi. cho L(V,W ) hai phép toán cô.ng và nhân vó.i vô hu.́o.ng d̄u.o.. c d̄i.nh

ngh̃ıa nhu. sau

(f + g)(α) = f(α) + g(α),

(af)(α) = af(α) α ∈ V, a ∈ K,
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vó.i mo. i f, g ∈ L(V,W ).

Dẽ̂ dàng kiê’m tra la. i rà̆ng L(V,W ) là mô. t K-không gian vécto. d̄ối vó.i hai phép

toán d̄ó.

D- i.nh lý sau d̄ây chı’ ra mô.t t́ınh chất quan tro.ng cu’a ánh xa. tuyến t́ınh.

D- i.nh lý 2.4 Mỗi ánh xa. tuyến t́ınh tù. V vào W d̄u.o.. c hoàn toàn xác d̄i.nh bo.’ i a’nh

cu’a nó trên mô. t co. so.’ . Nói rõ ho.n, gia’ su.’ (α1, ..., αn) là mô. t co. so.’ cu’a V , còn

ω1, ..., ωn là các vécto. bất kỳ cu’a W . Khi d̄ó, tò̂n ta. i duy nhất mô. t ánh xa. tuyến

t́ınh f : V → W sao cho f(αi) = ωi (i = 1, 2, ..., n).

Chú.ng minh: Su.. tò̂n ta. i: Nếu α = a1α1 + · · · + anαn, th̀ı ta d̄ă. t

f(α) = a1ω1 + · · · + anωn.

Dẽ̂ dàng thu.’ la. i rà̆ng f : V → W là mô. t ánh xa. tuyến t́ınh, và f(αi) = ωi

(i = 1, 2, ..., n).

Tı́nh duy nhất: Nếu f và g là các ánh xa. tuyến t́ınh tù. V vào W vó.i f(αi) =

g(αi) = ωi (i = 1, 2, ..., n), th̀ı vó.i mo. i α = a1α1 + · · · + anαn, ta có

f(α) = f(
n∑

i=1

aiαi) =
n∑

i=1

aif(αi) =
n∑

i=1

aig(αi) = g(
n∑

i=1

aiαi) = g(α). 2

D- i.nh ngh̃ıa 2.5 Mô.t d̄ò̂ng cấu (tuyến t́ınh) f : V → W d̄ò̂ng thò.i là mô. t d̄o.n ánh

d̄u.o.. c go. i là mô. t d̄o.n cấu (tuyến t́ınh). Mô.t d̄ò̂ng cấu (tuyến t́ınh) d̄ò̂ng thò.i là mô. t

toàn ánh d̄u.o.. c go. i là mô. t toàn cấu (tuyến t́ınh). Mô.t d̄ò̂ng cấu (tuyến t́ınh) d̄ò̂ng

thò.i là mô. t song ánh d̄u.o.. c go. i là mô. t d̄ă’ ng cấu (tuyến t́ınh).

Nếu f : V → W là mô. t d̄ă’ ng cấu, th̀ı f−1 : W → V cũng là mô. t d̄ă’ ng cấu; nó

d̄u.o.. c go. i là nghi.ch d̄a’o cu’a f . Do d̄ó mỗi d̄ă’ ng cấu còn d̄u.o.. c go. i là mô. t d̄ò̂ng cấu

kha’ nghi.ch. Nếu có mô. t d̄ă’ ng cấu f : V → W , th̀ı ta nói V d̄ă’ ng cấu vó.i W và viết

V ∼= W .

Quan hê. ∼= là mô.t quan hê. tu.o.ng d̄u.o.ng.
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Nhâ.n xét rà̆ng d̄ò̂ng cấu f : V → W là mô. t d̄ă’ ng cấu nếu và chı’ nếu có mô.t

d̄ò̂ng cấu g : W → V sao cho gf = idV và fg = idW . Khi d̄ó, g = f−1. Thâ. t

vâ.y, nếu f là mô. t d̄ă’ ng cấu th̀ı f−1f = idV , ff−1 = idW . Ngu.o.. c la. i, nếu có mô.t

d̄ò̂ng cấu g : W → V sao cho gf = idV , fg = idW , th̀ı f vù.a là mô. t d̄o.n cấu (do

gf = idV ), vù.a là mô. t toàn cấu (do fg = idW ). Vı̀ thế, f là mô. t d̄ă’ ng cấu. Khi d̄ó,

nhân hai vế cu’a d̄ă’ ng thú.c gf = idV vó.i f−1 tù. bên pha’i, ta thu d̄u.o.. c g = f−1.

Mê.nh d̄è̂ 2.6 Gia’ su.’ V và W là các không gian vécto. hũ.u ha. n chiè̂u. Khi d̄ó

V ∼= W ⇐⇒ dim V = dim W.

Chú.ng minh: Gia’ su.’ V ∼= W , tú.c là có mô. t d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh f : V
∼=→ W .

Khi d̄ó, nếu (α1, ..., αn) là mô. t co. so.’ cu’a V th̀ı (f(α1), ..., f(αn)) là mô. t co. so.’ cu’a

W . Thâ. t vâ.y, mỗi vécto. β ∈ W có da.ng β = f(α) vó.i α nào d̄ó trong W . Vı̀ α có

biê’u thi. tuyến t́ınh α = a1α1 + · · · + anαn, nên

β = f(α) = f(a1α1 + · · · + anαn) = a1f(α1) + · · · + anf(αn).

Nếu β còn có biê’u thi. tuyến t́ınh β = b1f(α1) + · · · + bnf(αn), th̀ı α = f−1(β) =

b1α1 + · · · + bnαn. Vı̀ (α1, ..., αn) là mô. t co. so.’ cu’a V cho nên a1 = b1, ..., an = bn.

Nhu. vâ.y, mỗi vécto. β biê’u thi. tuyến t́ınh duy nhất qua hê. (f(α1), ..., f(αn)), nên

hê. này là mô. t co. so.’ cu’a W . Nói riêng, dim V = dim W .

Ngu.o.. c la. i, gia’ su.’ dim V = dim W = n. Cho.n các co. so.’ (α1, ..., αn) cu’a V và

(β1, ..., βn) cu’a W . Ánh xa. tuyến t́ınh duy nhất ϕ : V → W d̄u.o.. c xác d̄i.nh bo.’ i

ϕ(α1) = β1, ..., ϕ(αn) = βn là mô. t d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh. Thâ. t vâ.y, nghi.ch d̄a’o

cu’a ϕ là ánh xa. tuyến t́ınh ψ : W → V d̄u.o.. c xác d̄i.nh bo.’ i d̄iè̂u kiê.n ψ(β1) =

α1, ..., ψ(βn) = αn. 2

Tu.o.ng ú.ng d̄ă. t mỗi ánh xa. tuyến t́ınh vó.i ma trâ. n cu’a nó mà ta sắp d̄i.nh ngh̃ıa

là mô. t v́ı du. d̄iê’n h̀ınh vè̂ d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh. Nhò. d̄ă’ ng cấu này mà ngu.̀o.i ta có

thê’ t́ınh toán cu. thê’ vó.i các ánh xa. tuyến t́ınh.
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Gia’ su.’ V và W là các K-không gian vécto. vó.i các co. so.’ tu.o.ng ú.ng là (α1, ..., αn)

và (β1, ..., βm). Theo D- i.nh lý 2.4, ánh xa. tuyến t́ınh f : V → W d̄u.o.. c xác d̄i.nh duy

nhất bo.’ i f(α1), ..., f(αn). Các vécto. này la. i có biê’u thi. tuyến t́ınh duy nhất qua

co. so.’ (β1, ..., βm) cu’a W :

f(αj) =
m∑

i=1

aijβi (j = 1, ..., n),

trong d̄ó aij ∈ K. Nói go.n la. i, ánh xa. tuyến t́ınh f : V → W d̄u.o.. c xác d̄i.nh duy

nhất bo.’ i hê. thống các vô hu.́o.ng {aij|1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}, chúng d̄u.o.. c xếp thành

ma trâ.n sau d̄ây:

A =



a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

. . ... .

am1 am2 ... amn


= (aij)m×n.

Ta go. i A là ma trâ.n cu’a ánh xa. tuyến t́ınh f : V → W trong că.p co. so.’ (α1, ..., αn)

và (β1, ..., βm).

Nếu vécto. α có toa. d̄ô. (x1, ..., xn) trong co. so.’ (α1, ..., αn) th̀ı toa. d̄ô. cu’a f(α)

trong co. so.’ (β1, ..., βm) d̄u.o.. c t́ınh bà̆ng công thú.c

yi =
n∑

j=1

aijxj (i = 1, 2, ...,m).

Thâ.t vâ.y,

m∑
i=1

yiβi = f(α) = f(
n∑

j=1

xjαj) =
n∑

j=1

xjf(αj)

=
n∑

j=1

xj

m∑
i=1

aijβi

=
m∑

i=1

(
n∑

j=1

aijxj)βi.

Vı̀ biê’u thi. tuyến t́ınh cu’a mỗi vécto. thuô.c W qua co. so.’ (β1, ..., βm) là duy nhất,

nên ta thu d̄u.o.. c công thú.c xác d̄i.nh (y1, ..., ym) qua ma trâ.n A và (x1, ..., xn) d̄ã nói

o.’ trên.
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Trong ngôn ngũ. t́ıch ma trâ.n, su.. kiê.n A = (aij)m×n là ma trâ.n cu’a ánh xa. tuyến

t́ınh f : V → W trong că.p co. so.’ (α1, ..., αn) và (β1, ..., βm), tú.c là hê. d̄ă’ ng thú.c

f(αj) =
∑m

i=1 aijβi (j = 1, ..., n) d̄u.o.. c quy u.́o.c viết nhu. sau:

(f(α1) ... f(αn)) = (β1 ... βm)



a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

. . ... .

am1 am2 ... amn


.

Công thú.c t́ınh toa. d̄ô. (y1, ..., ym) cu’a f(α) trong co. so.’ (β1, ..., βm) qua toa. d̄ô.

(x1, ..., xn) cu’a α trong co. so.’ (α1, ..., αn) d̄u.o.. c diẽ̂n d̄a.t la. i trong ngôn ngũ. ma trâ.n

nhu. sau: 

y1

.

.

ym


=



a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

. . ... .

am1 am2 ... amn





x1

.

.

xn


.

D- i.nh lý 2.7 Ánh xa. d̄ă. t tu.o.ng ú.ng d̄ò̂ng cấu f vó.i ma trâ. n cu’a nó A = M(f)

trong mô. t că. p co. so.’ cố d̄i.nh cu’a V và W là mô. t d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh tù. L(V,W )

lên M(m × n,K). Nói riêng, dimL(V,W ) = dim V × dim W .

Chú.ng minh: Gia’ su.’ trong că.p co. so.’ (α1, ..., αn) cu’a V và (β1, ..., βm) cu’a W các

d̄ò̂ng cấu f và g có các ma trâ.n tu.o.ng ú.ng là A = (aij)m×n và B = (bij)m×n. tú.c

là:

f(αj) =
m∑

i=1

aijβi,

g(αj) =
m∑

i=1

bijβi, (j = 1, ..., n).

Khi d̄ó

(f + g)(αj) =
m∑

i=1

(aij + bij)βi,

(af)(αj) =
m∑

i=1

aaijβi, (j = 1, ..., n).
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Nhu. vâ.y, ma trâ.n cu’a f + g là A + B, ma trâ.n cu’a af là aA (trong că.p co. so.’ d̄ã

cho). Nói cách khác

M(f + g) = M(f) + M(g),

M(af) = aM(f).

Các hê. thú.c này chú.ng to’ rà̆ng phép d̄ă. t tu.o.ng ú.ng mỗi d̄ò̂ng cấu vó.i ma trâ.n cu’a

nó trong mô.t că.p co. so.’ cố d̄i.nh là mô.t ánh xa. tuyến t́ınh.

Mă.t khác, theo D- i.nh lý 2.4, ánh xa. nói trên là mô. t song ánh. Tóm la. i, d̄ó là

mô. t d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh. 2

Mê.nh d̄è̂ 2.8 Nếu f : V → W và g : W → Z là các ánh xa. tuyến t́ınh, th̀ı

gf : V → Z cũng là mô. t ánh xa. tuyến t́ınh.

Chú.ng minh: Thâ.t vâ.y, ta có

gf(aα + bβ) = g(af(α) + bf(β))

= a(gf)(α) + b(gf)(β),

vó.i mo. i a, b ∈ K và mo. i α, β ∈ V . 2

Mê.nh d̄è̂ 2.9 Gia’ su.’ d̄ò̂ng cấu f có ma trâ. n A trong că. p co. so.’ (α1, ..., αn),

(β1, ..., βm) và d̄ò̂ng cấu g có ma trâ. n B trong că. p co. so.’ (β1, ..., βm), (γ1, ..., γ`).

Khi d̄ó, ma trâ. n cu’a d̄ò̂ng cấu gf trong că. p co. so.’ (α1, ..., αn), (γ1, ..., γ`) ch́ınh là

ma trâ. n t́ıch BA.

Chú.ng minh: Theo gia’ thiết, ta có

f(αi) =
m∑

j=1

ajiβj,

g(βj) =
∑̀
k=1

bkjγk.
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Tù. d̄ó, do g là mô. t ánh xa. tuyến t́ınh, ta có

(gf)(αi) = g(
m∑

j=1

ajiβj) =
m∑

j=1

ajig(βj)

=
m∑

j=1

aji

∑̀
k=1

bkjγk =
∑̀
k=1

(
m∑

j=1

bkjaji)γk.

Go.i C = (cki)`×n là ma trâ.n cu’a gf trong că.p co. so.’ (α1, ..., αn), (γ1, ..., γ`). Khi

d̄ó

(gf)(αi) =
∑̀
k=1

ckiγk.

Vı̀ biê’u thi. tuyến t́ınh cu’a (gf)(αi) qua co. so.’ (γ1, ..., γ`) là duy nhất, nên ta thu

d̄u.o.. c

cki =
m∑

j=1

bkjaji, (1 ≤ k ≤ `, 1 ≤ i ≤ n).

Hê. d̄ă’ ng thú.c này tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i d̄ă’ ng thú.c ma trâ.n

C = BA. 2

Nếu mô.t trong hai vế cu’a các d̄ă’ ng thú.c sau d̄ây giũ.a các ánh xa. tuyến t́ınh là

có ngh̃ıa th̀ı vế kia cũng vâ.y. Khi d̄ó, ta có các d̄ă’ ng thú.c (dẽ̂ kiê’m tra):

h(gf) = (hg)f,

g(f1 + f2) = gf1 + gf2,

(g1 + g2)f = g1f + g2f.

D- i.nh ngh̃ıa 2.10 Mỗi d̄ò̂ng cấu (tuyến t́ınh) tù. không gian vécto. V vào ch́ınh nó

d̄u.o.. c go. i là mô. t tu.. d̄ò̂ng cấu (tuyến t́ınh) cu’a V . Mô.t tu.. d̄ò̂ng cấu cu’a V d̄ò̂ng thò.i

là mô. t d̄ă’ ng cấu d̄u.o.. c go. i là mô. t tu.. d̄ă’ ng cấu cu’a V .

Không gian vécto. tất ca’ các tu.. d̄ò̂ng cấu cu’a V d̄u.o.. c ký hiê.u là End(V ). Tâ.p

ho.. p tất ca’ các tu.. d̄ă’ ng cấu cu’a V d̄u.o.. c ký hiê.u là GL(V ).

Dẽ̂ dàng kiê’m tra la. i rà̆ng End(V ) là mô. t vành d̄ối vó.i hai phép toán cô.ng và

nhân (ho.. p thành) các tu.. d̄ò̂ng cấu. Nó d̄u.o.. c go. i là vành các tu.. d̄ò̂ng cấu cu’a V .

Vành này có d̄o.n vi. là idV và không giao hoán nếu dim V > 1.
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D- ê’ cho go.n, ta sẽ go. i ma trâ.n cu’a f ∈ End(V ) trong că.p co. so.’ (α1, ..., αn),

(α1, ..., αn) là ma trâ.n cu’a f trong co. so.’ (α1, ..., αn).

D- i.nh lý 2.11 Gia’ su.’ V là mô. t K-không gian vécto. vó.i dim V = n. Khi d̄ó ánh xa.

d̄ă. t tu.o.ng ú.ng mỗi tu.. d̄ò̂ng cấu f ∈ End(V ) vó.i ma trâ. n cu’a nó M(f) trong co. so.’

(α1, ..., αn) là mô. t d̄ă’ ng cấu vành tù. End(V ) vào M(n × n,K).

Chú.ng minh: D- ây là mô. t hê. qua’ tru.. c tiếp cu’a D- i.nh lý 2.7 và Mê.nh d̄è̂ 4.5. 2

Nhâ.n xét rà̆ng f ∈ End(V ) là mô. t d̄ă’ ng cấu nếu và chı’ nếu tò̂n ta. i d̄ò̂ng cấu

g ∈ End(V ) sao cho

gf = fg = idV .

Khi d̄ó g = f−1.

Do nhâ.n xét này ta dẽ̂ dàng kiê’m tra rà̆ng GL(V ) là mô. t nhóm d̄ối vó.i phép

nhân là phép ho.. p thành các ánh xa. . GL(V ) d̄u.o.. c go. i là nhóm tuyến t́ınh tô’ng quát

cu’a không gian vécto. V .

Theo D- i.nh lý 2.11, f ∈ End(V ) là mô. t d̄ă’ ng cấu nếu và chı’ nếu M(f) ∈

M(n × n,K) là mô. t ma trâ.n kha’ nghi.ch.

Tu.o.ng ú.ng f ↔ M(f) nói trong D- i.nh lý 2.11 d̄u.o.. c mô ta’ trong biê’u d̄ò̂ sau:

End(V ) d̄ă’ ng cấu vành←→ M(n × n,K)

⋃ ⋃
GL(V ) d̄ă’ ng cấu nhóm←→ GL(n,K).

Mê.nh d̄è̂ 2.12 Gia’ su.’ A là ma trâ. n cu’a tu.. d̄ò̂ng cấu f : V → V trong co. so.’

(α1, ..., αn), và C là ma trâ. n chuyê’n tù. co. so.’ (α1, ..., αn) sang co. so.’ (α′
1, ..., α

′
n).

Khi d̄ó, ma trâ. n cu’a f trong co. so.’ (α′
1, ..., α

′
n) là C−1AC.

Chú.ng minh: C là ma trâ.n chuyê’n tù. co. so.’ (α1, ..., αn) sang co. so.’ (α′
1, ..., α

′
n) cu’a

không gian vécto. V , ngh̃ıa là ta có

(α′
1 ... α′

n) = (α1 ... αn)C.
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Nhân hai vế cu’a d̄ă’ ng thú.c trên vó.i C−1 tù. bên pha’i, ta thu d̄u.o.. c

(α1 ... αn) = (α′
1 ... α′

n)C−1.

Tu.. d̄ò̂ng cấu f ∈ End(V ) có ma trâ.n là A trong co. so.’ (α1, ..., αn), ngh̃ıa là

(f(α1) ... f(αn)) = (α1 ... αn)A.

Vı̀ f là mô. t d̄ò̂ng cấu, cho nên ta có

(f(α′
1) ... f(α′

n)) = (f(α1) ... f(αn))C

= (α1 ... αn)AC

= (α′
1 ... α′

n)C−1AC.

Do t́ınh duy nhất cu’a biê’u thi. tuyến t́ınh cu’a mỗi vécto. qua mô.t co. so.’ , cho nên

C−1AC ch́ınh là ma trâ.n cu’a f trong co. so.’ (α′
1, ..., α

′
n). 2

Mô.t hê. luâ.n tru.. c tiếp cu’a mê.nh d̄è̂ trên là nhu. sau.

Hê. qua’ 2.13 Hai ma trâ. n vuông d̄ò̂ng da. ng vó.i nhau nếu và chı’ nếu chúng là ma

trâ. n cu’a cùng mô. t tu.. d̄ò̂ng cấu cu’a mô. t không gian vécto. trong các co. so.’ nào d̄ó

cu’a không gian này. 2

3 Ha.t nhân và a’nh cu’a d̄ò̂ng cấu

Chúng ta mo.’ d̄à̂u tiết này bà̆ng nhâ.n xét d̄o.n gia’n sau d̄ây.

Mê.nh d̄è̂ 3.1 Gia’ su.’ f : V → W là mô. t d̄ò̂ng cấu. Khi d̄ó, a’nh bo.’ i f cu’a mỗi

không gian vécto. con cu’a V là mô. t không gian vécto. con cu’a W . Nghi.ch a’nh bo.’ i

f cu’a mỗi không gian vécto. con cu’a W là mô. t không gian vécto. con cu’a V .

Chú.ng minh: Gia’ su.’ T là mô. t không gian vécto. con cu’a V . Khi d̄ó, f(T ) 6= ∅,

bo.’ i v̀ı nó chú.a vécto. 0. Ho.n nũ.a, nếu α′, β′ là nhũ.ng vécto. cu’a f(T ) th̀ı chúng có
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da.ng α′ = f(α), β′ = f(β), trong d̄ó α, β ∈ T . Khi d̄ó, v̀ı f là mô. t d̄ò̂ng cấu, cho

nên vó.i vô hu.́o.ng bất kỳ a ∈ K, ta có

α′ + β′ = f(α) + f(β) = f(α + β) ∈ f(T ),

aα′ = af(α) = f(aα) ∈ f(T ).

Vâ.y f(T ) là mô. t không gian vécto. con cu’a W .

Bây giò. gia’ su.’ U là mô. t không gian vécto. con cu’a W . Khi d̄ó, f−1(U) 6= ∅, bo.’ i

v̀ı nó cũng chú.a vécto. 0. Nếu α, β ∈ f−1(U) th̀ı f(α), f(β) ∈ U . Vı̀ f là mô. t d̄ò̂ng

cấu, cho nên vó.i mo. i vô hu.́o.ng a ∈ K, ta có

f(α + β) = f(α) + f(β) ∈ U,

f(aα) = af(α) ∈ U

Vı̀ thế α + β và aα ∈ f−1(U). Vâ.y f−1(U) là mô. t không gian vécto. con cu’a V . 2

Ha.t nhân và a’nh cu’a mô.t d̄ò̂ng cấu là nhũ.ng không gian vécto. d̄ă. c biê.t quan

tro.ng d̄ối vó.i viê.c kha’o sát d̄ò̂ng cấu d̄ó. Chúng d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau.

D- i.nh ngh̃ıa 3.2 Gia’ su.’ f : V → W là mô. t d̄ò̂ng cấu.

(i) Ker(f) = f−1(0) = {x ∈ V |f(x) = 0} ⊂ V d̄u.o.. c go. i là ha. t nhân (hay ha. ch)

cu’a f . Số chiè̂u cu’a Ker(f) d̄u.o.. c go. i là số khuyết cu’a f .

(ii) Im(f) = f(V ) = {f(x)|x ∈ V } ⊂ W d̄u.o.. c go. i là a’nh cu’a f . Số chiè̂u cu’a

Im(f) d̄u.o.. c go. i là ha. ng cu’a f và d̄u.o.. c ký hiê.u là rank(f).

Hai d̄i.nh lý sau d̄ây nêu nhũ.ng d̄iè̂u kiê.n cà̂n và d̄u’ d̄ê’ mô. t d̄ò̂ng cấu là mô. t

toàn cấu hay mô.t d̄o.n cấu.

D- i.nh lý 3.3 D- ò̂ng cấu f : V → W là mô. t toàn cấu nếu và chı’ nếu rank(f) =

dim W .
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Chú.ng minh: Theo d̄i.nh ngh̃ıa, f là mô. t toàn cấu nếu và chı’ nếu Im(f) = W .

Vı̀ Im(f) là mô. t không gian vécto. con cu’a W , cho nên d̄ă’ ng thú.c nói trên tu.o.ng

d̄u.o.ng vó.i rank(f) := dim f(V ) = dim W .

Thâ. t vâ.y, nếu f(V ) = W th̀ı hiê’n nhiên dim f(V ) = dim W . Ngu.o.. c la. i, gia’

su.’ dim f(V ) = dim W ; do f(V ) là mô. t không gian vécto. con cu’a W , nên mỗi co.

so.’ cu’a f(V ) cũng là mô.t hê. d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh trong W vó.i số phà̂n tu.’ bà̆ng

dim f(V ) = dim W . Nói cách khác, mỗi co. so.’ cu’a f(V ) cũng là mô.t co. so.’ cu’a W .

Vâ.y f(V ) = W . 2

D- i.nh lý 3.4 D- ối vó.i d̄ò̂ng cấu f : V → W các d̄iè̂u kiê. n sau d̄ây là tu.o.ng d̄u.o.ng:

(i) f là mô. t d̄o.n cấu.

(ii) Ker(f) = {0}.

(iii) A’ nh bo.’ i f cu’a mỗi hê. vécto. d̄ô. c lâ. p tuyến t́ınh là mô. t hê. vécto. d̄ô. c lâ. p tuyến

t́ınh.

(iv) A’ nh bo.’ i f cu’a mỗi co. so.’ cu’a V là mô. t hê. vécto. d̄ô. c lâ. p tuyến t́ınh.

(v) A’ nh bo.’ i f cu’a mô. t co. so.’ nào d̄ó cu’a V là mô. t hê. vécto. d̄ô. c lâ. p tuyến t́ınh.

(vi) rank(f) = dim V .

Chú.ng minh: (i) ⇒ (ii) : Gia’ su.’ α ∈ Ker(f). Khi d̄ó f(α) = f(0) = 0. Vı̀ f là

mô. t d̄o.n cấu, cho nên α = 0. Do d̄ó Ker(f) = {0}.

(ii) ⇒ (iii) : Gia’ su.’ (α1, ..., αk) là mô. t hê. vécto. d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh trong V .

Nếu có mô. t ràng buô.c tuyến t́ınh giũ.a các a’nh bo.’ i f cu’a các phà̂n tu.’ d̄ó

k∑
i=1

aif(αi) = 0 (ai ∈ K),

th̀ı f(
∑k

i=1 aiαi) = 0. Vı̀ Ker(f) = {0}, cho nên
∑k

i=1 aiαi = 0. Tù. d̄ó, ta có

a1 = · · · = ak = 0, bo.’ i v̀ı hê. vécto. (α1, ..., αk) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh. Nhu. thế, hê.

(f(α1), ..., f(αk)) cũng d̄ô.c lâ.p tuyến t́ınh.
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Các suy luâ.n (iii) ⇒ (iv), (iv) ⇒ (v) d̄è̂u hiê’n nhiên.

(v) ⇒ (vi) : Gia’ su.’ (α1, ..., αn) là mô. t co. so.’ cu’a V sao cho (f(α1), ..., f(αn)) là

mô. t hê. d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh. Rõ ràng hê. này sinh ra f(V ). Ta có

rank(f) = dim f(V ) = rank(f(α1), ..., f(αn)) = n = dim V.

(vi) ⇒ (i) : Gia’ su.’ (α1, ..., αn) là mô. t co. so.’ cu’a V . Ta có

rank(f) = rank(f(α1), ..., f(αn)) = dim V = n,

cho nên hê. vécto. (f(α1), ..., f(αn)) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh. Gia’ su.’ α =
∑

i aiαi, β =∑
i biαi và f(α) = f(β). Khi d̄ó,

0 = f(α) − f(β) = f(α − β) = f(
∑

i

(ai − bi)αi =
∑

i

(ai − bi)f(αi).

Tù. d̄ó a1 = b1, ..., an = bn, bo.’ i v̀ı (f(α1), ..., f(αn)) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh. D- iè̂u này có

ngh̃ıa là α = β. Vâ.y f là mô. t d̄o.n cấu. 2

D- i.nh lý 3.5 (D- i.nh lý vè̂ d̄ò̂ng cấu các không gian vécto.). Gia’ su.’ f : V → W là

mô. t d̄ò̂ng cấu. Khi d̄ó, ánh xa. f : V/Ker(f) → W , xác d̄i.nh bo.’ i f([α]) = f(α), là

mô. t d̄o.n cấu. Nó ca’m sinh d̄ă’ ng cấu f : V/Ker(f)
∼=→ Im(f).

Chú.ng minh: Tru.́o.c tiên, cà̂n chú.ng to’ rà̆ng f d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa không phu. thuô.c

viê.c cho.n d̄a. i biê’u cu’a ló.p [α]. Thâ. t vâ.y, nếu [α] = [α′], th̀ı α − α′ ∈ Ker(f). Nói

cách khác f(α − α′) = 0, hay là f(α) = f(α′).

Vı̀ f là mô. t d̄ò̂ng cấu, nên dẽ̂ dàng kiê’m tra f cũng là mô.t d̄ò̂ng cấu.

Gia’ su.’ f([α]) = f([β]), tú.c là f(α) = f(β); khi d̄ó f(α − β) = 0. Vı̀ thế

α− β ∈ Ker(f), ngh̃ıa là [α] = [β]. D- iè̂u d̄ó chú.ng to’ rà̆ng f là mô. t d̄o.n cấu. Ho.n

nũ.a, tù. d̄i.nh ngh̃ıa cu’a f ta có Im(f) = Im(f). Cho nên, nếu xét f nhu. mô.t d̄ò̂ng

cấu tù. V/Ker(f) tó.i Im(f) th̀ı d̄ó là mô. t d̄ă’ ng cấu. 2

Hê. qua’ 3.6 D- ối vó.i d̄ò̂ng cấu bất kỳ f : V → W , ta có

dim V = dim Ker(f) + dim Im(f).
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Chú.ng minh: Theo d̄i.nh lý trên, ta có

dim Im(f) = dim Im(f) = dim V/Ker(f) = dim V − dim Ker(f). 2

Hê. qua’ 3.7 Gia’ su.’ f : V → W là mô. t d̄ò̂ng cấu. Khi d̄ó, vó.i mo. i không gian

vécto. con U cu’a V , ta có

dim f(U) ≤ dim U.

Nói cách khác, ánh xa. tuyến t́ınh không làm tăng chiè̂u cu’a các không gian vécto..

Chú.ng minh: Xét ha.n chế f |U cu’a ánh xa. f trên không gian vécto. con U , ta có

dim U = dim Ker(f |U) + dim Im(f |U) ≥ dim Im(f |U) = dim f(U). 2

Hê. qua’ 3.8 Gia’ su.’ f : V → V là mô. t tu.. d̄ò̂ng cấu cu’a không gian vécto. hũ.u ha. n

chiè̂u V . Khi d̄ó, các khă’ ng d̄i.nh sau d̄ây là tu.o.ng d̄u.o.ng:

(i) f là mô. t d̄ă’ ng cấu.

(ii) f là mô. t d̄o.n cấu.

(iii) f là mô. t toàn cấu.

Chú.ng minh: Theo D- i.nh lý 3.4, f là mô. t d̄o.n cấu nếu và chı’ nếu dim Ker(f) = 0.

Mă.t khác, theo D- i.nh lý 3.3, f là mô. t toàn cấu khi và chı’ khi dim Im(f) = dim V .

Theo Hê. qua’ 3.6, hai d̄iè̂u kiê.n nói trên tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i nhau. Do d̄ó, chúng cùng

tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i su.. kiê.n f là mô. t d̄ă’ ng cấu. 2

Nhâ.n xét: Hê. qua’ trên không còn d̄úng nếu V là mô. t không gian vécto. vô ha.n

chiè̂u. Thâ. t vâ.y, d̄ò̂ng cấu

ϕ : K[X] → K[X]

ϕ(Xn) = Xn+1 (n = 0, 1, 2...)
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là mô. t d̄o.n cấu nhu.ng không là mô.t toàn cấu. Ngu.o.. c la. i, d̄ò̂ng cấu

ψ : K[X] → K[X]

ϕ(Xn) = Xn−1 (n = 0, 1, 2...),

trong d̄ó quy u.́o.c X−1 = ψ(1) = 0, là mô. t toàn cấu nhu.ng không là mô.t d̄o.n cấu.

Trên co. so.’ hê. qua’ nói trên, các D- i.nh lý 3.3 và 3.4 cho ta hàng loa.t d̄iè̂u kiê.n d̄ê’

mô. t tu.. d̄ò̂ng cấu tuyến t́ınh cu’a mô.t không gian vécto. hũ.u ha.n chiè̂u là mô. t d̄ă’ ng

cấu.

D- i.nh ngh̃ıa 3.9 (Ha.ng cu’a ma trâ.n). Gia’ su.’ A là mô. t ma trâ.n m hàng n cô. t vó.i

các phà̂n tu.’ trong tru.̀o.ng K. Ha.ng cu’a hê. n vécto. cô. t cu’a A trong Km d̄u.o.. c go. i

là ha. ng cu’a ma trâ. n A và d̄u.o.. c ký hiê.u là rankA.

D- i.nh lý sau d̄ây cho ta mô.t phu.o.ng pháp d̄ê’ t́ınh ha.ng cu’a các d̄ò̂ng cấu.

D- i.nh lý 3.10 Gia’ su.’ d̄ò̂ng cấu f : V → W có ma trâ. n là A trong mô. t că. p co. so.’

nào d̄ó cu’a V và W . Khi d̄ó:

rankf = rankA.

Chú.ng minh: Gia’ su.’ f có ma trâ.n là A trong că.p co. so.’ (α1, ..., αn) cu’a V và

(β1, ..., βm) cu’a W . Theo d̄i.nh ngh̃ıa, ta có

rankf = dim Im(f) = rank(f(α1), ..., f(αn)).

Vı̀ (β1, ..., βm) là mô. t co. so.’ cu’a W cho nên ánh xa.

ϕ : W → Km,

m∑
j=1

bjβj 7→


b1

...

bm
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là mô. t d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh. (Thâ. t vâ.y, ánh xa. d̄ó chuyê’n co. so.’ (β1, ..., βm) thành

co. so.’ ch́ınh tắc cu’a Km.)

D- ă’ ng cấu ϕ d̄u.a f(αi) vào cô. t thú. i cu’a ma trâ.n A, bo.’ i v̀ı

f(αi) =
m∑

j=1

ajiβj
ϕ7→


a1i

...

ami

 .

Vı̀ các d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh d̄è̂u ba’o toàn ha.ng cu’a mỗi hê. vécto., nên ta có

rankf = rank(f(α1), ..., f(αn)) = rankA. 2

4 Không gian vécto. d̄ối ngẫu

Ý ch́ınh cu’a tiết này là ta có thê’ nghiên cú.u mô.t không gian vécto. thông qua tâ.p

ho.. p tất ca’ các hàm tuyến t́ınh trên không gian này. Nói mô. t cách nôm na, tâ.p ho.. p

các hàm nhu. thế lâ.p nên cái go. i là không gian vécto. d̄ối ngẫu, nó có thê’ coi là “a’nh

d̄ối xú.ng qua gu.o.ng” cu’a không gian vécto. d̄ã cho.

Gia’ su.’ V là mô. t không gian vécto. trên tru.̀o.ng K.

D- i.nh ngh̃ıa 4.1 Không gian V ∗ = L(V,K) các ánh xa. tuyến t́ınh tù. V vào K

d̄u.o.. c go. i là không gian vécto. d̄ối ngẫu cu’a V . Mỗi phà̂n tu.’ cu’a V ∗ d̄u.o.. c go. i là mô. t

da. ng tuyến t́ınh trên V .

Ta d̄ã biết rà̆ng V ∗ là mô. t không gian vécto. vó.i số chiè̂u bà̆ng

dim V ∗ = dim V · dimK = dim V.

Nhu. thế V ∗ ∼= V nếu dim V < ∞. D- iè̂u này không còn d̄úng nếu V là mô. t không

gian vécto. vô ha.n chiè̂u. T́ınh không tu.. nhiên cu’a d̄ă’ ng cấu nói trên sẽ d̄u.o.. c tha’o

luâ.n o.’ phà̂n sau cu’a tiết này.
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Gia’ su.’ f : V → W là mô. t d̄ò̂ng cấu. Ta d̄i.nh ngh̃ıa ánh xa. f∗ : W ∗ → V ∗ bo.’ i

công thú.c sau d̄ây

(f∗(ϕ))(α) = ϕ(f(α)), ∀ϕ ∈ W ∗, ∀α ∈ V.

Ta sẽ chı’ ra rà̆ng f∗ là mô. t d̄ò̂ng cấu tù. W ∗ vào V ∗. Thâ. t vâ.y, vó.i mo. i vô hu.́o.ng

a, b ∈ K và mo. i ϕ, ψ ∈ W ∗ ta có

f∗(aϕ + bψ)(α) = (aϕ + bψ)(f(α))

= aϕ(f(α)) + bψ(f(α))

= af ∗(ϕ)(α) + bf∗(ψ)(α)

= (af∗(ϕ) + bf ∗(ψ))(α).

Hê. thú.c này d̄úng vó.i mo. i α ∈ V , nên ta thu d̄u.o.. c

f∗(aϕ + bψ) = af∗(ϕ) + bf∗(ψ).

D- iè̂u này chú.ng to’ f∗ là mô. t d̄ò̂ng cấu.

D- i.nh ngh̃ıa 4.2 f∗ : W ∗ → V ∗ d̄u.o.. c go. i là d̄ò̂ng cấu (hay ánh xa. ) d̄ối ngẫu cu’a

d̄ò̂ng cấu f : V → W .

Nếu ta ký hiê.u giá tri. cu’a da.ng tuyến t́ınh θ ∈ V ∗ trên vécto. α ∈ V bo.’ i

〈α, θ〉 ∈ K, th̀ı công thú.c dùng d̄ê’ d̄i.nh ngh̃ıa f∗ có thê’ viết la. i thành

〈α, f ∗(ϕ)〉 = 〈f(α), ϕ〉.

Ý ngh̃ıa cu’a t́ınh d̄ối ngẫu d̄u.o.. c thấy rõ trong cách diẽ̂n d̄a.t này.

Ngu.̀o.i ta go. i ánh xa. 〈·, ·〉 : V × V ∗ → K là phép ghép că. p d̄ối ngẫu. D- ó là mô. t

ánh xa. song tuyến t́ınh, tú.c là nó tuyến t́ınh vó.i tù.ng biến khi cố d̄i.nh biến còn la. i.

Gia’ su.’ V có số chiè̂u bà̆ng n, vó.i mô. t co. so.’ là (α1, ..., αn). Trên co. so.’ D- i.nh lý

2.4, ta d̄i.nh ngh̃ıa các da.ng tuyến t́ınh α∗
1, ..., α

∗
n ∈ V ∗ bo.’ i hê. d̄iè̂u kiê.n sau d̄ây:

〈αi, α
∗
j〉 = δij =

 1, nếu i = j,

0, nếu i 6= j.
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Mê.nh d̄è̂ 4.3 Gia’ su.’ (α1, ..., αn) là mô. t co. so.’ cu’a V . Khi d̄ó (α∗
1, ..., α

∗
n) là mô. t

co. so.’ cu’a V ∗.

Chú.ng minh: Thâ.t vâ.y, mỗi θ ∈ V ∗ thù.a nhâ.n biê’u thi. tuyến t́ınh sau d̄ây:

θ =
n∑

j=1

〈αj, θ〉α∗
j .

D- ê’ chú.ng to’ d̄iè̂u d̄ó ta chı’ cà̂n chú.ng minh rằng hai vế có giá tri. nhu. nhau trên

các vécto. cu’a co. so.’ (α1, ..., αn). Thâ. t vâ.y

n∑
j=1

〈αj, θ〉α∗
j (αi) =

n∑
j=1

〈αj, θ〉δij

= 〈αi, θ〉 = θ(αi), (1 ≤ i ≤ n).

Nhu. thế, hê. gò̂m n vécto. (α∗
1, ..., α

∗
n) sinh ra không gian vécto. n chiè̂u V . Do d̄ó,

hê. này là mô. t co. so.’ cu’a V ∗. 2

D- i.nh ngh̃ıa 4.4 Co. so.’ (α∗
1, ..., α

∗
n) cu’a không gian V ∗ d̄u.o.. c go. i là co. so.’ d̄ối ngẫu

vó.i co. so.’ (α1, ..., αn) cu’a không gian V ∗.

Ta có d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh

V → V ∗

α =
n∑

i=1

aiαi 7→ α∗ =
n∑

i=1

aiα
∗
i .

D- ă’ ng cấu này không tu.. nhiên, v̀ı nó phu. thuô.c vào co. so.’ (α1, ..., αn) d̄ã cho.n.

Tuy vâ.y, d̄ă’ ng cấu V → V ∗∗, biến α thành α∗∗, trong d̄ó α∗∗ d̄u.o.. c xác d̄i.nh bo.’ i

hê. thú.c sau

〈ϕ, α∗∗〉 = 〈α, ϕ〉, ∀ϕ ∈ V ∗,

là mô. t d̄ă’ ng cấu tu.. nhiên, v̀ı nó d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa không phu. thuô.c vào co. so.’ .

D- ê’ chú.ng minh rà̆ng tu.o.ng ú.ng nói trên là mô. t d̄ò̂ng cấu, cà̂n thu.’ la. i rà̆ng

(aα + bβ)∗∗ = aα∗∗ + bβ∗∗, ∀a, b ∈ K, ∀α, β ∈ V.
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Thâ.t vâ.y, hê. thú.c trên d̄u.o.. c chú.ng minh bà̆ng các d̄ă’ ng thú.c sau, trong d̄ó ϕ là

phà̂n tu.’ bất kỳ trong V ∗:

〈ϕ, (aα + bβ)∗∗〉 = 〈aα + bβ, ϕ〉

= a〈α, ϕ〉 + b〈β, ϕ〉

= a〈ϕ, α∗∗〉 + b〈ϕ, β∗∗〉

= 〈ϕ, aα∗∗ + bβ∗∗〉.

Nhâ.n xét rà̆ng dim V ∗∗ = dim V ∗ = dim V . Vı̀ thế, d̄ê’ chú.ng minh rà̆ng tu.o.ng

ú.ng V → V ∗∗ nói trên là mô. t d̄ă’ ng cấu, ta chı’ cà̂n chú.ng to’ nó là mô. t d̄o.n cấu.

Nói rõ ho.n, ta chı’ cà̂n chú.ng minh rà̆ng nếu α∗∗ = 0 th̀ı α = 0. Gia’ su.’ pha’n chú.ng

α 6= 0. Ta cho.n mô.t co. so.’ (α1, ..., αn) cu’a V sao cho α1 = α. Khi d̄ó, vó.i ϕ = α∗
1,

ta có

1 = 〈α, α∗
1〉 = 〈α∗

1, α
∗∗〉.

D- ă’ ng thú.c này chú.ng to’ α∗∗ 6= 0. D- iè̂u vô lý này bác bo’ gia’ thiết pha’n chú.ng.

Nhâ.n xét 4.5 Vó.i mỗi α ∈ V , phà̂n tu.’ α∗∗ ∈ V ∗∗ d̄u.o.. c xác d̄i.nh hoàn toàn và chı’

phu. thuô.c vào α. Ngu.o.. c la. i, α∗ chı’ d̄u.o.. c xác d̄i.nh khi d̄ã cho.n mô.t co. so.’ cu’a V

và α∗ phu. thuô.c vào co. so.’ này. Tuy vâ.y, ta có thê’ coi

α∗∗ = (α∗)∗,

trong d̄ó, d̄ối ngẫu thú. nhất d̄u.o.. c lấy theo mô.t co. so.’ (α1, ..., αn) nào d̄ó cu’a V ,

còn d̄ối ngẫu thú. hai d̄u.o.. c lấy theo co. so.’ d̄ối ngẫu (α∗
1, ..., α

∗
n) cu’a V ∗. Mỗi phép

d̄ối ngẫu nhu. thế d̄è̂u phu. thuô.c vào co. so.’ d̄ã cho.n, nhu.ng kết qua’ cu’a hai là̂n d̄ối

ngẫu liên tiếp th̀ı la. i không phu. thuô.c bất kỳ co. so.’ nào.

D- ê’ chú.ng minh d̄ă’ ng thú.c trên ta gia’ su.’

α =
n∑

i=1

aiαi.
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Khi d̄ó, α∗ =
∑n

i=1 aiα
∗
i , và (α∗)∗ =

∑n
i=1 ai(α

∗
i )

∗. Theo d̄i.nh ngh̃ıa cu’a α∗∗, ta có

〈α∗
j , α

∗∗〉 = 〈α, α∗
j〉

= 〈
n∑

i=1

aiαi, α
∗
j〉 = aj.

Gia’ su.’ α∗∗ có biê’u thi. tuyến t́ınh

α∗∗ =
n∑

i=1

bi(α
∗
i )

∗.

Khi d̄ó ta có

〈α∗
j , α

∗∗〉 = 〈α∗
j ,

n∑
i=1

bi(α
∗
i )

∗〉

=
n∑

i=1

biδji = bj.

Tù. d̄ó suy ra aj = bj vó.i j = 1, 2, ..., n. Kết qua’ là α∗∗ = (α∗)∗. 2

Ta cà̂n d̄i.nh ngh̃ıa sau d̄ây tru.́o.c khi phát biê’u d̄i.nh lý ch́ınh cu’a tiết này.

D- i.nh ngh̃ıa 4.6 Chuyê’n vi. cu’a ma trâ.n A = (aij) ∈ M(m × n,K) là ma trâ.n

At = (at
ji) ∈ M(n × m,K) d̄u.o.. c xác d̄i.nh bo.’ i hê. thú.c

at
ji = aij (i = 1, ...,m, j = 1, ..., n).

Nói mô.t cách không h̀ınh thú.c, chuyê’n vi. mô. t ma trâ.n A tú.c là viết các vécto.

hàng cu’a nó thành các vécto. cô. t cu’a ma trâ.n mó.i At. Khi d̄ó, các vécto. cô. t cu’a A

cũng tro.’ thành các vécto. hàng tu.o.ng ú.ng cu’a At.

Mô.t hê. qua’ tru.. c tiếp cu’a d̄i.nh ngh̃ıa trên là

(At)t = A,

vó.i mo. i ma trâ.n A.

Vı́ du. : 
1 1 0 3

1 9 8 4

2 8 5 4


t

=



1 1 2

1 9 8

0 8 5

3 4 4


.
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D- i.nh lý 4.7 Gia’ su.’ d̄ò̂ng cấu f : V → W có ma trâ. n là A trong că. p co. so.’

(α1, ..., αn), (β1, ..., βm). Khi d̄ó, d̄ò̂ng cấu d̄ối ngẫu f∗ : W ∗ → V ∗ có ma trâ. n

là At trong că. p co. so.’ (β∗
1 , ..., β

∗
m), (α∗

1, ..., α
∗
n).

Chú.ng minh: Vı̀ f có ma trâ.n là A trong că.p co. so.’ (α1, ..., αn), (β1, ..., βm), cho

nên

f(αj) =
m∑

k=1

akjβk (j = 1, ..., n).

Theo d̄i.nh ngh̃ıa cu’a ánh xa. d̄ối ngẫu, ta có

〈αj, f
∗(β∗

i )〉 = 〈f(αj), β
∗
i 〉

= 〈
m∑

k=1

akjβk, β
∗
i 〉 = aij.

Su.’ du.ng công thú.c d̄u.o.. c d̄u.a ra trong chú.ng minh Mê.nh d̄è̂ 4.3 áp du.ng cho vécto.

θ = f∗(β∗
i ), ta thu d̄u.o.. c

f∗(β∗
i ) =

n∑
j=1

〈αj, f
∗(β∗

i )〉α∗
j

=
n∑

j=1

aijα
∗
j .

Mă.t khác, go. i B = (bji) ∈ M(n × m,K) là ma trâ.n cu’a f∗ trong că.p co. so.’

(β∗
1 , ..., β

∗
m), (α∗

1, ..., α
∗
n), ta có

f∗(β∗
i ) =

n∑
j=1

bjiα
∗
j .

Vécto. f∗(β∗
i ) có biê’u thi. tuyến t́ınh duy nhất qua co. so.’ (α∗

1, ..., α
∗
n), cho nên

bji = aij, (i = 1, ...,m, j = 1, ..., n).

D- iè̂u này có ngh̃ıa là B = At. 2

D- i.nh lý sau d̄ây cho thấy các khái niê.m d̄o.n cấu và toàn cấu là d̄ối ngẫu vó.i

nhau.

D- i.nh lý 4.8 Go. i f∗ : W ∗ → V ∗ là d̄ò̂ng cấu d̄ối ngẫu cu’a d̄ò̂ng cấu f : V → W .

Khi d̄ó:
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(i) f là mô. t d̄o.n cấu nếu và chı’ nếu f∗ là mô. t toàn cấu.

(ii) f là mô. t toàn cấu nếu và chı’ nếu f∗ là mô. t d̄o.n cấu.

(iii) f là mô. t d̄ă’ ng cấu nếu và chı’ nếu f∗ là mô. t d̄ă’ ng cấu.

D- ô.c gia’ hãy tu.. t̀ım mô.t chú.ng minh tru.. c tiếp cho d̄i.nh lý này. Trong chu.o.ng

sau ta sẽ chú.ng minh rà̆ng rankA = rankAt, d̄ối vó.i mo. i ma trâ.n A. Kết ho.. p d̄ă’ ng

thú.c d̄ó vó.i D- i.nh lý 4.7 ta sẽ có mô. t chú.ng minh gián tiếp cho d̄i.nh lý nói trên.

Bài tâ.p

1. T́ınh t́ıch cu’a hai ma trâ.n sau d̄ây:

0 4 7 1

2 1 7 6

1 0 8 3

0 1 9 6





−2 8 −5 4

7 8 5 5

0 3 8 4

−8 9 −8 9


.

T́ınh các lũy thù.a sau d̄ây

2.  cos ϕ − sin ϕ

sin ϕ cos ϕ


n

,

 λ 1

0 λ


n

.

3. 

a1 0 ... 0

0 a2 ... 0

. . ... .

0 0 ... an



k

.
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4. 

1 1 0 0 ... 0 0

0 1 1 0 ... 0 0

0 0 1 1 ... 0 0

. . . . ... . .

0 0 0 0 ... 0 1



n−1

.

5. Cho hai ma trâ.n A và B vó.i các phà̂n tu.’ trong K. Chú.ng minh rà̆ng nếu các

t́ıch AB và BA d̄è̂u có ngh̃ıa và AB = BA, th̀ı A và B là các ma trâ.n vuông

cùng cấp.

6. Ma trâ.n t́ıch AB sẽ thay d̄ô’i thế nào nếu ta

(a) d̄ô’i chỗ các hàng thú. i và thú. j cu’a ma trâ.n A ?

(b) cô.ng vào hàng thú. i cu’a A t́ıch cu’a vô hu.́o.ng c vó.i hàng thú. j cu’a A?

(c) d̄ô’i chỗ các cô. t thú. i và thú. j cu’a ma trâ.n B ?

(d) cô.ng vào cô. t thú. i cu’a B t́ıch cu’a vô hu.́o.ng c vó.i cô. t thú. j cu’a B?

7. Vết cu’a mô.t ma trâ.n vuông là tô’ng cu’a tất ca’ các phà̂n tu.’ nà̆m trên d̄u.̀o.ng

chéo ch́ınh cu’a ma trâ.n d̄ó. Chú.ng minh rà̆ng vết cu’a AB bà̆ng vết cu’a BA.

8. Chú.ng minh rà̆ng nếu A và B là các ma trâ.n vuông cùng cấp, vó.i AB 6= BA,

th̀ı

(a) (A + B)2 6= A2 + 2AB + B2,

(b) (A + B)(A − B) 6= A2 − B2.

9. Chú.ng minh rà̆ng nếu A và B là các ma trâ.n vuông vó.i AB = BA th̀ı

(A + B)n = An + nAn−1B +
n(n − 1)

2
An−2B2 + ... + Bn.
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10. Hai ma trâ.n vuông A và B d̄u.o.. c go. i là giao hoán vó.i nhau nếu AB = BA.

Chú.ng minh rà̆ng A giao hoán vó.i mo. i ma trâ.n vuông cùng cấp vó.i nó nếu

và chı’ nếu nó là mô. t ma trâ.n vô hu.́o.ng, tú.c là A = cE trong d̄ó c ∈ K và E

là ma trâ.n d̄o.n vi. cùng cấp vó.i A.

11. Ma trâ.n vuông A d̄u.o.. c go. i là mô. t ma trâ. n chéo nếu các phà̂n tu.’ nà̆m ngoài

d̄u.̀o.ng chéo ch́ınh cu’a nó d̄è̂u bà̆ng 0. Chú.ng minh rà̆ng ma trâ.n vuông A

giao hoán vó.i mo. i ma trâ.n chéo cùng cấp vó.i nó nếu và chı’ nếu ch́ınh A là

mô. t ma trâ.n chéo.

12. Chú.ng minh rà̆ng nếu A là mô. t ma trâ.n chéo vó.i các phà̂n tu.’ trên d̄u.̀o.ng

chéo ch́ınh d̄ôi mô. t khác nhau, th̀ı mo. i ma trâ.n giao hoán vó.i A cũng là mô.t

ma trâ.n chéo.

13. Go. i D = diag(a1, a2, ..., an) là ma trâ.n chéo vó.i các phà̂n tu.’ trên d̄u.̀o.ng chéo

ch́ınh là̂n lu.o.. t bà̆ng a1, a2, ..., an. Chú.ng minh rà̆ng nhân D vó.i A tù. bên trái

có ngh̃ıa là nhân các hàng cu’a A theo thú. tu.. vó.i a1, a2, ..., an; còn nhân D vó.i

A tù. bên pha’i có ngh̃ıa là nhân các cô. t cu’a A theo thú. tu.. vó.i a1, a2, ..., an.

14. T̀ım tất ca’ các ma trâ.n giao hoán vó.i ma trâ.n sau d̄ây:
3 1 0

0 3 1

0 0 3

 .

15. Chú.ng minh rà̆ng ma trâ.n A =

 a b

c d

 thoa’ mãn phu.o.ng tr̀ınh

X2 − (a + d)X + (ad − bc) = 0.

16. Chú.ng minh rà̆ng d̄ối vó.i mỗi ma trâ.n vuông A, tò̂n ta. i mô. t d̄a thú.c khác

không f(X) sao cho f(A) = 0. Ho.n nũ.a, mo. i d̄a thú.c có t́ınh chất d̄ó d̄è̂u là
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bô. i cu’a mô.t d̄a thú.c f0(X) nhu. thế, d̄u.o.. c xác d̄i.nh duy nhất bo.’ i d̄iè̂u kiê.n:

hê. số cu’a số ha.ng bâ.c cao nhất cu’a nó bà̆ng 1. (D- a thú.c f0(X) vó.i t́ınh chất

nói trên d̄u.o.. c go. i là d̄a thú.c tối thiê’u cu’a ma trâ.n A.)

17. Gia’ su.’ n không chia hết cho d̄ă.c số p cu’a tru.̀o.ng K. Chú.ng minh rà̆ng không

tò̂n ta. i các ma trâ.n A,B ∈ M(n × n,K) sao cho AB − BA = En.

18. Gia’ su.’ A là mô. t ma trâ.n vuông cấp 2 và k là mô. t số nguyên ≥ 2. Chú.ng

minh rà̆ng Ak = 0 nếu và chı’ nếu A2 = 0.

19. T̀ım tất ca’ các ma trâ.n vuông cấp hai A sao cho A2 = 0.

20. T̀ım tất ca’ các ma trâ.n vuông cấp hai A sao cho A2 = E2.

21. Gia’ i phu.o.ng tr̀ınh AX = 0, trong d̄ó A là ma trâ.n vuông cấp hai d̄ã cho còn

X là ma trâ.n vuông cấp hai cà̂n t̀ım.

22. T̀ım ma trâ.n nghi.ch d̄a’o (nếu có) cu’a ma trâ.n

A =

 a b

c d

 .

23. Gia’ su.’ V = V1⊕V2, trong d̄ó V1 có co. so.’ (α1, ..., αk), V2 có co. so.’ (αk+1, ..., αn).

T̀ım ma trâ.n cu’a phép chiếu lên V1 theo phu.o.ng V2 trong co. so.’ (α1, ..., αn).

24. Chú.ng minh rà̆ng nếu V = V1 ⊕V2, th̀ı V d̄ă’ ng cấu vó.i t́ıch tru.. c tiếp V1 ×V2.

25. Chú.ng minh rà̆ng tò̂n ta. i duy nhất tu.. d̄ò̂ng cấu f : R3 → R3 chuyê’n các

vécto. α1 = (2, 3, 5), α2 = (0, 1, 2), α3 = (1, 0, 0) tu.o.ng ú.ng thành các vécto.

β1 = (1, 1, 1), β2 = (1, 1,−1), β3 = (2, 1, 2). T̀ım ma trâ.n cu’a f trong co. so.’

ch́ınh tắc cu’a không gian.

26. Tu.. d̄ò̂ng cấu f cu’a không gian vécto. Kn chuyê’n các vécto. d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh

α1, ..., αn tu.o.ng ú.ng thành các vécto. β1, ..., βn. Chú.ng minh rà̆ng ma trâ.n
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M(f) cu’a f trong mô.t co. so.’ nào d̄ó (e1, ..., en) thoa’ mãn hê. thú.c M(f) =

BA−1, trong d̄ó các cô. t cu’a ma trâ.n A và ma trâ.n B là toa. d̄ô. tu.o.ng ú.ng cu’a

các vécto. α1, ..., αn và β1, ..., βn trong co. so.’ (e1, ..., en).

27. Chú.ng minh rà̆ng phép nhân vó.i ma trâ.n A =

 a b

c d

 (a) tù. bên trái, (b)

tù. bên pha’i là các tu.. d̄ò̂ng cấu cu’a không gian các ma trâ.n vuông cấp hai.

Hãy t̀ım ma trâ.n cu’a tu.. d̄ò̂ng cấu d̄ó trong co. so.’ gò̂m các ma trâ.n sau d̄ây: 1 0

0 0

 ,

 0 1

0 0

 ,

 0 0

1 0

 ,

 0 0

0 1

 .

28. Chú.ng minh rà̆ng d̄a.o hàm là mô. t tu.. d̄ò̂ng cấu cu’a không gian vécto. các d̄a

thú.c hê. số thu.. c có bâ.c không vu.o.. t quá n. T̀ım ma trâ.n cu’a tu.. d̄ò̂ng cấu d̄ó

trong các co. so.’ sau d̄ây:

(a) (1, X, ..., Xn),

(b) (1, (X − c), ..., (X−c)n

n!
), trong d̄ó c là mô. t hà̆ng số thu.. c.

29. Ma trâ.n cu’a mô.t tu.. d̄ò̂ng cấu trong co. so.’ (e1, ..., en) thay d̄ô’i thế nào nếu ta

d̄ô’i chỗ các vécto. ei và ej?

30. Tu.. d̄ò̂ng cấu f có ma trâ.n 

1 2 0 1

3 0 −1 2

2 5 3 1

1 2 1 3


trong co. so.’ (e1, e2, e3, e4). Hãy t̀ım ma trâ.n cu’a f trong co. so.’ (e1, e1 + e2, e1 +

e2 + e3, e1 + e2 + e3 + e4).
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31. Tu.. d̄ò̂ng cấu ϕ có ma trâ.n 
15 −11 5

20 −15 8

8 −7 6


trong co. so.’ (e1, e2, e3). Hãy t̀ım ma trâ.n cu’a ϕ trong co. so.’ gò̂m các vécto.

ε1 = 2e1 + 3e2 + e3, ε2 = 3e1 + 4e2 + e3, ε3 = e1 + 2e2 + 2e3.

32. D- ò̂ng cấu ϕ : C3 → C3 có ma trâ.n
1 −18 15

−1 −22 20

1 −25 22


trong co. so.’ gò̂m các vécto. α1 = (8,−6, 7), α2 = (−16, 7,−13), α3 = (9,−3, 7).

T̀ım ma trâ.n cu’a ϕ trong co. so.’ gò̂m các vécto.

β1 = (1,−2, 1), β2 = (3,−1, 2), β3 = (2, 1, 2).

33. Chú.ng minh rà̆ng các ma trâ.n cu’a mô.t tu.. d̄ò̂ng cấu trong hai co. so.’ cu’a không

gian là trùng nhau nếu và chı’ nếu ma trâ.n chuyê’n giũ.a hai co. so.’ d̄ó giao hoán

vó.i ma trâ.n cu’a d̄ò̂ng cấu d̄ã cho trong mỗi co. so.’ nói trên.

34. Tu.. d̄ò̂ng cấu ϕ ∈ End(R2) có ma trâ.n

 3 5

4 3

 trong co. so.’ gò̂m α1 =

(1, 2), α2 = (2, 3), và tu.. d̄ò̂ng cấu ψ ∈ End(R2) có ma trâ.n

 4 6

6 9

 trong

co. so.’ gò̂m β1 = (3, 1), β2 = (4, 2). T̀ım ma trâ.n cu’a ϕ+ψ trong co. so.’ (β1, β2).

35. Tu.. d̄ò̂ng cấu ϕ ∈ End(R2) có ma trâ.n

 2 −1

5 −3

 trong co. so.’ gò̂m α1 =

(−3, 7), α2 = (1,−2), và tu.. d̄ò̂ng cấu ψ ∈ End(R2) có ma trâ.n

 1 3

2 7
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trong co. so.’ gò̂m β1 = (6,−7), β2 = (−5, 6). T̀ım ma trâ.n cu’a ϕψ trong co. so.’

ch́ınh tắc cu’a R2.

36. Gia’ su.’ tu.. d̄ò̂ng cấu ϕ : V → V thoa’ mãn hê. thú.c ϕ2 = ϕ. Chú.ng minh rà̆ng

V = Im(ϕ) ⊕ Ker(ϕ).

37. Cho các tu.. d̄ò̂ng cấu ϕ, ψ ∈ End(V ).

(a) Pha’i chăng nếu ϕψ = 0 th̀ı ψϕ = 0?

(b) Pha’i chăng nếu ϕψ = 0 và ψϕ = 0 th̀ı hoă.c ϕ = 0 hoă.c ψ = 0?

38. Gia’ su.’ ϕ và ψ là các tu.. d̄ò̂ng cấu cu’a không gian vécto. hũ.u ha.n chiè̂u V .

Chú.ng minh rà̆ng ϕψ là mô. t d̄ă’ ng cấu nếu và chı’ nếu ϕ và ψ là các d̄ă’ ng

cấu. Khi d̄ó

(ϕψ)−1 = ψ−1ϕ−1.

39. Ký hiê.u vết cu’a ma trâ.n vuông A là Tr(A). Chú.ng minh rà̆ng ánh xa. Tr :

M(n × n,K) → K, A 7→ Tr(A) là mô. t d̄ò̂ng cấu. T̀ım mô.t co. so.’ cu’a ha.t

nhân cu’a Tr.

40. Chú.ng minh rà̆ng vết cu’a hai ma trâ.n d̄ò̂ng da.ng bà̆ng nhau. (Tù. d̄ó ngu.̀o.i

ta d̄i.nh ngh̃ıa vết cu’a mô. t tu.. d̄ò̂ng cấu là vết cu’a ma trâ.n cu’a nó trong co. so.’

bất kỳ cu’a không gian.)

41. Chú.ng minh rà̆ng nếu t́ıch ma trâ.n AB có ngh̃ıa th̀ı

(AB)t = BtAt.

Tù. d̄ó suy ra rà̆ng ma trâ.n vuông A kha’ nghi.ch nếu và chı’ nếu At kha’ nghi.ch,

và khi d̄ó

(At)−1 = (A−1)t.
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42. Cho các d̄ò̂ng cấu f : V → W và g : W → Z. Chú.ng minh mối liên hê. giũ.a

các d̄ò̂ng cấu d̄ối ngẫu:

(gf)∗ = f∗g∗.

Tù. d̄ó suy ra rà̆ng d̄ò̂ng cấu f : V → W kha’ nghi.ch nếu và chı’ nếu f∗ : W ∗ →

V ∗ kha’ nghi.ch, và khi d̄ó

(f∗)−1 = (f−1)∗.

43. Chú.ng minh rà̆ng ánh xa. L(V,W ) → L(W ∗, V ∗), f 7→ f∗ là mô. t d̄ă’ ng cấu

tuyến t́ınh.

112



Chu.o.ng III

D- I.NH THÚ
.
C VÀ HÊ. PHU

.
O
.
NG TRÌNH

TUYẾN TÍNH

D- i.nh thú.c là mô. t công cu. hũ.u hiê.u d̄ê’ gia’ i các hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh, và góp

phà̂n gia’ i quyết hà̂u hết các bài toán d̄i.nh lu.o.. ng cũng nhu. d̄i.nh t́ınh trong D- a. i số

tuyến t́ınh.

1 Các phép thế

D- i.nh ngh̃ıa 1.1 Mỗi song ánh tù. tâ.p {1, 2, ..., n} vào ch́ınh nó d̄u.o.. c go. i là mô. t

phép thế bâ. c n. Tâ.p ho.. p tất ca’ các phép thế bâ.c n d̄u.o.. c ký hiê.u bo.’ i Sn.

Sn cùng vó.i phép ho.. p thành các ánh xa. lâ.p thành mô.t nhóm, d̄u.o.. c go. i là nhóm

d̄ối xú.ng bâ.c n. Nhóm này có n! phà̂n tu.’ .

Nếu σ ∈ Sn, ta thu.̀o.ng biê’u thi. nó du.́o.i da.ng

σ =

 1 2 ... n

σ(1) σ(2) ... σ(n)

 .

Gia’ su.’ x1, x2, ..., xk là các phà̂n tu.’ d̄ôi mô. t khác nhau trong tâ.p ho.. p {1, 2, ..., n}.

Ta ký hiê.u bo.’ i (x1, x2, ..., xk) phép thế giũ. nguyên các phà̂n tu.’ khác x1, x2, ..., xk,

và tác d̄ô.ng trên các phà̂n tu.’ d̄ó nhu. sau:

x1 7→ x2, x2 7→ x3, ..., xk−1 7→ xk, xk 7→ x1.

Nó d̄u.o.. c go. i là mô. t x́ıch d̄ô. dài k trên tâ.p nè̂n {x1, x2, ..., xk}. Xı́ch (x1, x2, ..., xk)

d̄u.o.. c go. i là mô. t x́ıch cu’a phép thế σ nếu σ tác d̄ô.ng nhu. (x1, x2, ..., xk) trên các

phà̂n tu.’ x1, x2, ..., xk. (Tuy nhiên, σ có thê’ tác d̄ô.ng không tà̂m thu.̀o.ng trên các

phà̂n tu.’ khác x1, x2, ..., xk.)
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Mê.nh d̄è̂ 1.2 Mo. i phép thế σ ∈ Sn d̄è̂u là t́ıch cu’a tất ca’ các x́ıch khác nhau cu’a

nó. Các tâ. p nè̂n cu’a các x́ıch này là các tâ. p con rò.i nhau cu’a {1, 2, ..., n}.

Chú.ng minh: Vó.i mo. i x1 ∈ {1, 2, ..., n}, nếu σ(x1) = x1 th̀ı (x1) là mô. t x́ıch cu’a σ.

Trái la. i, nếu σ(x1) 6= x1, ta d̄ă. t x2 = σ(x1). Gia’ su.’ x1, x2 = σ(x1), ..., xk = σ(xk−1)

là nhũ.ng phà̂n tu.’ d̄ôi mô. t khác nhau, còn σ(xk) trùng vó.i mô. t trong các phà̂n tu.’

x1, x2, ..., xk. Ta khă’ ng d̄i.nh rà̆ng σ(xk) = x1. Thâ. t vâ.y, nếu σ(xk) = xi vó.i i > 1,

th̀ı σ(xk) = σ(xi−1). Do d̄ó xi−1 = xk. D- iè̂u này mâu thuẫn vó.i gia’ thiết rà̆ng

x1, x2, ..., xk d̄ôi mô. t khác nhau. Nhu. thế (x1, x2, ..., xk) là mô. t x́ıch cu’a σ.

Mỗi phà̂n tu.’ cu’a tâ.p {1, 2, ..., n} d̄è̂u thuô.c mô. t tâ.p con, là tâ.p nè̂n cu’a mô.t

x́ıch nào d̄ó cu’a σ. Hai tâ.p con nhu. thế nếu có mô.t phà̂n tu.’ chung th̀ı pha’i trùng

nhau. Thâ. t vâ.y, phu.o.ng tr̀ınh σ(x) = y hoàn toàn xác d̄i.nh y theo x và x theo y

(do σ là mô. t song ánh). 2

D- i.nh ngh̃ıa 1.3 Phép d̄ô’i chỗ hai phà̂n tu.’ khác nhau i, j ∈ {1, 2, ..., n} và giũ.

nguyên các phà̂n tu.’ khác d̄u.o.. c go. i là mô. t phép thế so. cấp.

Nói cách khác, mô.t phép thế so. cấp là mô. t x́ıch d̄ô. dài bà̆ng hai: (i, j).

Mê.nh d̄è̂ 1.4 Mỗi phép thế cấp n d̄è̂u là t́ıch cu’a mô. t số phép thế so. cấp. (Nói

khác d̄i, các phép thế so. cấp sinh ra nhóm Sn.)

Chú.ng minh: Áp du.ng Mê.nh d̄è̂ 1.2, ta chı’ cà̂n chú.ng minh mê.nh d̄è̂ này cho các

x́ıch. Ta dẽ̂ kiê’m tra la. i rà̆ng

(x1, x2, ..., xk) = (x1, x2, ..., xk−1)(xk−1, xk) = · · ·

= (x1, x2)(x2, x3) · · · (xk−1, xk).

Trong d̄ó, phép thế o.’ bên pha’i tác d̄ô.ng tru.́o.c. 2

D- i.nh ngh̃ıa 1.5 Dấu cu’a phép thế σ ∈ Sn là số sau d̄ây

sgn(σ) =
∏
i6=j

σ(i) − σ(j)

i − j
∈ {±1}.

T́ıch này cha.y trên mo. i că.p số (không có thú. tu.. ) {i, j} ⊂ {1, 2, ..., n}.
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Ta go. i că.p số {i, j} ⊂ {1, 2, ..., n} là mô. t nghi.ch thế cu’a σ nếu σ(i) − σ(j) trái

dấu vó.i i − j, tú.c là nếu σ(i)−σ(j)
i−j

< 0. Nhu. vâ.y, sgn(σ) bà̆ng +1 hay −1 tuỳ theo

số nghi.ch thế cu’a σ là chẵn hay le’ .

Vı́ du. : σ =

 1 2 3 4

2 3 4 1

 có ba nghi.ch thế là {1, 4}, {2, 4} và {3, 4}, cho nên

sgn(σ) = −1.

D- i.nh ngh̃ıa 1.6 σ d̄u.o.. c go. i là mô. t phép thế chẵn nếu sgn(σ) = 1, nó d̄u.o.. c go. i là

mô. t phép thế le’ nếu sgn(σ) = −1.

Mê.nh d̄è̂ 1.7 Mỗi phép thế so. cấp d̄è̂u là mô. t phép thế le’ .

Chú.ng minh: Gia’ su.’ i < j và

τ =

 1 2 ... i ... j ... n

1 2 ... j ... i ... n

 .

Khi d̄ó, tất ca’ các nghi.ch thế cu’a τ là

{i, k} vó.i mo. i k mà i < k ≤ j

{`, j} vó.i mo. i ` mà i < ` < j.

Vâ.y τ có tất ca’ (j − i) + (j − i− 1) = 2(j − i)− 1 nghi.ch thế, do d̄ó τ là mô. t phép

thế le’ . 2

D- i.nh lý 1.8

sgn(λµ) = sgn(λ)sgn(µ),

vó.i mo. i λ, µ ∈ Sn.

Chú.ng minh: Vı̀ µ là mô. t song ánh, cho nên khi {i, j} cha.y mô.t là̂n qua mo. i că.p

(không có thú. tu.. ) trong {1, 2, ..., n} th̀ı {µ(i), µ(j)} cũng cha.y mô.t là̂n qua mo. i că.p

nhu. thế. Do d̄ó

sgn(λ) =
∏
i6=j

λ(i) − λ(j)

i − j
=

∏
i6=j

λ(µ(i)) − λ(µ(j))

µ(i) − µ(j)
.
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Ta có

sgn(λµ) =
∏
i 6=j

λ(µ(i)) − λ(µ(j))

i − j

=
∏
i 6=j

λ(µ(i)) − λ(µ(j))

µ(i) − µ(j)

∏
i 6=j

µ(i) − µ(j)

i − j
= sgn(λ)sgn(µ).2

Hê. qua’ 1.9 Mô. t phép thế là chẵn hay le’ tuỳ theo nó là t́ıch cu’a mô. t số chẵn hay

le’ các phép thế so. cấp.

Nhâ.n xét: Có nhiè̂u cách viết mô.t phép thế thành t́ıch các phép thế so. cấp, chă’ ng

ha.n (i, j) = (i, j)3. Nhu.ng t́ınh chẵn le’ cu’a số nhân tu.’ trong t́ıch là không thay d̄ô’i.

2 D- i.nh thú.c cu’a ma trâ.n

Cho mô.t ma trâ.n vuông A = (aij)n×n vó.i các phà̂n tu.’ trong tru.̀o.ng K.

D- i.nh ngh̃ıa 2.1 D- i.nh thú.c cu’a ma trâ.n A, d̄u.o.. c ký hiê.u bo.’ i det A hoă.c |A|, là

phà̂n tu.’ sau d̄ây cu’a tru.̀o.ng K

det A = |A| =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · · · aσ(n)n.

Nếu A là mô. t ma trâ.n vuông cấp n th̀ı det A d̄u.o.. c go. i là mô. t d̄i.nh thú.c cấp n.

Tô’ng o.’ vế pha’i cu’a d̄ă’ ng thú.c trên có tất ca’ |Sn| = n! số ha.ng.

Vı́ du. : (a) D- i.nh thú.c cấp 1:

det(a) = a, ∀a ∈ K.

(b) D- i.nh thú.c cấp 2:

det

 a11 a12

a21 a22

 = a11a22 − a21a12.
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(c) D- i.nh thú.c cấp 3:

det


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 = a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23

−a11a32a23 − a21a12a33 − a31a22a13.

Trên thu.. c tế ngu.̀o.i ta không tru.. c tiếp dùng d̄i.nh ngh̃ıa d̄ê’ t́ınh các d̄i.nh thú.c

cấp n > 3, v̀ı viê.c này quá phú.c ta.p. Du.́o.i d̄ây, chúng ta sẽ t̀ım hiê’u nhũ.ng t́ınh

chất co. ba’n cu’a d̄i.nh thú.c. Tù. d̄ó, ta sẽ nhâ.n d̄u.o.. c nhũ.ng phu.o.ng pháp t́ınh d̄i.nh

thú.c hiê.u qua’ và tiết kiê.m sú.c lao d̄ô.ng ho.n so vó.i cách tru.. c tiếp dùng d̄i.nh ngh̃ıa.

Go. i αj ∈ Kn là vécto. cô. t thú. j cu’a ma trâ.n A, và coi det A là mô. t hàm cu’a các

vécto. α1, ..., αn. Ta viết

det A = det(α1, ..., αn).

D- i.nh thú.c có 3 t́ınh chất co. ba’n du.́o.i d̄ây.

T́ınh chất 1 (D- a tuyến t́ınh): D- i.nh thú.c cu’a ma trâ.n là mô. t hàm tuyến t́ınh

vó.i mỗi cô. t cu’a nó, khi cố d̄i.nh các cô. t khác. Tú.c là:

det(α1, ..., aαj + bβj, ..., αn) = a det(α1, ..., αj, ..., αn) + b det(α1, ..., βj, ..., αn),

vó.i mo. i a, b ∈ K, α1, ..., αj, βj, ..., αn ∈ Kn, j = 1, ..., n.

Chú.ng minh: Ký hiê.u

αj =



a1j

.

.

anj


, βj =



b1j

.

.

bnj


.

Ta có

det(α1, ..., aαj + bβj, ..., αn) =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · · · (aaσ(j)j + bbσ(j)j) · · · aσ(n)n

= a
∑

σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · · · aσ(j)j · · · aσ(n)n

+b
∑

σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · · · bσ(j)j · · · aσ(n)n

= a det(α1, ..., αj, ..., αn) + b det(α1, ..., βj, ..., αn).2
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T́ınh chất 2 (Thay phiên): Nếu ma trâ.n vuông A có hai cô. t bà̆ng nhau, th̀ı

det A = 0.

Chú.ng minh: Gia’ su.’ αi = αj vó.i i < j, tú.c là aki = akj(1 ≤ k ≤ n. Theo d̄i.nh

ngh̃ıa

det A =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · · · aσ(i)i · · · aσ(j)j · · · aσ(n)n.

Ta ghép các số ha.ng trong tô’ng thành tù.ng că.p

sgn(σ)aσ(1)1 · · · aσ(i)i · · · aσ(j)j · · · aσ(n)n

vó.i sgn(σ′)aσ(1)1 · · · aσ(j)i · · · aσ(i)j · · · aσ(n)n,

trong d̄ó σ′ = τσ, o.’ d̄ây τ là phép thế so. cấp d̄ô’i chỗ σ(i) và σ(j). Hiê’n nhiên ta

có

sgn(σ′) = −sgn(σ),

aσ(1)1 · · · aσ(i)i · · · aσ(j)j · · · aσ(n)n = aσ(1)1 · · · aσ(j)i · · · aσ(i)j · · · aσ(n)n.

Nhu. thế det A là mô. t tô’ng có các că.p số ha.ng d̄ối nhau. Vâ.y det A = 0. 2

T́ınh chất 3 (Chuâ’n hoá): D- i.nh thú.c cu’a ma trâ.n d̄o.n vi. bà̆ng 1:

det En = det



1 0 ... 0

0 1 ... 0

. . ... .

0 0 ... 1


= 1.

Chú.ng minh: Ký hiê.u eij chı’ phà̂n tu.’ nà̆m o.’ hàng i cô. t j cu’a En. Ta có

eij =

 1 nếu i = j,

0 nếu i 6= j.

Theo d̄i.nh ngh̃ıa

det En =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)eσ(1)1 · · · eσ(n)n.
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Tô’ng này chı’ có d̄úng mô.t số ha.ng khác không, ú.ng vó.i phép thế d̄ò̂ng nhất

σ(1) = 1, ..., σ(n) = n. Dấu cu’a phép thế này bà̆ng 1. Nhu. vâ.y

det En = 1 · 1 · · · 1 = 1. 2

Nhâ.n xét 2.2 Trong tiết sau ta sẽ chú.ng to’ rà̆ng d̄i.nh thú.c là hàm duy nhất trên

các ma trâ.n vuông có 3 t́ınh chất nói trên.

Hê. qua’ 2.3 (i) (T́ınh pha’n d̄ối xú.ng cu’a d̄i.nh thú.c). Nếu d̄ô’i chỗ hai cô. t cu’a

mô. t ma trâ. n th̀ı d̄i.nh thú.c cu’a nó d̄ô’i dấu:

det(..., αi, ..., αj, ...) = − det(..., αj, ..., αi, ...).

(ii) Nếu các vécto. cô. t cu’a mô. t ma trâ. n phu. thuô. c tuyến t́ınh th̀ı d̄i.nh thú.c cu’a

ma trâ. n bằng không. Nói riêng, nếu ma trâ. n có mô. t cô. t bằng 0 th̀ı d̄i.nh thú.c

cu’a nó bằng 0.

(iii) Nếu thêm vào mô. t cô. t cu’a ma trâ. n mô. t tô’ ho.. p tuyến t́ınh cu’a các cô. t khác

th̀ı d̄i.nh thú.c cu’a nó không thay d̄ô’i.

Chú.ng minh: (i) Theo các t́ınh chất co. ba’n cu’a d̄i.nh thú.c, ta có

0 = det(..., αi + αj, ..., αi + αj, ...)

= det(..., αi, ..., αi, ...) + det(..., αj, ..., αj, ...)

+ det(..., αi, ..., αj, ...) + det(..., αi, ..., αj, ...).

Hai d̄i.nh thú.c d̄à̂u tiên cu’a vế pha’i bà̆ng 0, do t́ınh thay phiên cu’a d̄i.nh thú.c. Tù.

d̄ó ta thu d̄u.o.. c

det(..., αi, ..., αj, ...) = − det(..., αj, ..., αi, ...).

(ii) Gia’ su.’ cô. t j cu’a ma trâ.n A là mô. t tô’ ho.. p tuyến t́ınh cu’a các cô. t còn la. i:

αj =
∑
i6=j

aiαi.
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Theo t́ınh chất d̄a tuyến t́ınh cu’a d̄i.nh thú.c, ta có

det A =
∑
i 6=j

ai det(..., αi, ..., αi, ...).

Mỗi d̄i.nh thú.c o.’ vế pha’i d̄è̂u có hai cô. t bà̆ng nhau, v̀ı thế det A = 0.

(iii) Theo phà̂n (ii) ta có

det(α1, ..., αj +
∑

i6=j aiαi, ..., αn)

= det(α1, ..., αj, ..., αn) + det(α1, ...,
∑

i6=j aiαi, ..., αn)

= det(α1, ..., αj, ..., αn) + 0

= det(α1, ..., αj, ..., αn). 2

Trong §5 ta sẽ chú.ng minh rà̆ng các t́ınh chất cu’a d̄i.nh thú.c d̄ối vó.i các hàng

cũng tu.o.ng tu.. các t́ınh chất cu’a d̄i.nh thú.c d̄ối vó.i các cô. t, nhu. d̄ã nói trong hê. qua’

trên. Mô.t phu.o.ng pháp t́ınh d̄i.nh thú.c có hiê.u qua’ là ú.ng du.ng nhũ.ng t́ıch chất

d̄ó d̄ê’ biến d̄ô’i ma trâ.n thành mô.t ma trâ.n tam giác có cùng d̄i.nh thú.c. Chúng ta

sẽ t́ınh d̄i.nh thú.c cu’a ma trâ.n tam giác trong v́ı du. sau d̄ây.

Vı́ du. : Ma trâ.n A d̄u.o.. c go. i là mô. t ma trâ. n tam giác trên nếu nó có da.ng

A =



a11 a12 ... a1n

0 a22 ... a2n

. . ... .

0 0 ... ann


,

trong d̄ó aij = 0 vó.i i > j. Tu.o.ng tu.. , A d̄u.o.. c go. i là mô. t ma trâ. n tam giác du.́o.i

nếu aij = 0 vó.i i < j. Ma trâ.n tam giác trên và ma trâ.n tam giác du.́o.i d̄u.o.. c go. i

chung là ma trâ. n tam giác.

Chú.ng minh rà̆ng, nếu A là mô. t ma trâ.n tam giác cấp n th̀ı

det A = a11a22 · · · ann.

Lò.i gia’ i: Ta sẽ chı’ xét tru.̀o.ng ho.. p A là mô. t ma trâ.n tam giác trên. D- ối vó.i ma

trâ.n tam giác du.́o.i, chú.ng minh hoàn toàn tu.o.ng tu.. . Theo d̄i.nh ngh̃ıa d̄i.nh thú.c,
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ta có

det A =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · · · aσ(n)n.

Vı̀ A là mô. t ma trâ.n tam giác trên, nên d̄iè̂u kiê.n d̄ê’ aσ(1)1 có thê’ khác không là

σ(1) ≤ 1, do d̄ó σ(1) = 1. Gia’ su.’ quy na.p rà̆ng d̄iè̂u kiê.n d̄ê’ aσ(1)1 · · · aσ(i−1)i−1 có

thê’ khác không là σ(1) = 1, ..., σ(i − 1) = i − 1. Khi d̄ó, aσ(1)1 · · · aσ(i)i chı’ có thê’

khác không nếu σ(1) = 1, ..., σ(i − 1) = i − 1 và σ(i) ≤ i. Vı̀ σ là mô. t song ánh,

nên d̄iè̂u kiê.n nói trên kéo theo σ(i) = i. Nhu. thế, số ha.ng duy nhất có kha’ năng

khác không trong detA là số ha.ng ú.ng vó.i phép thế d̄ò̂ng nhất

σ(1) = 1, σ(2) = 2, ..., σ(n) = n.

Hiê’n nhiên, dấu cu’a phép thế d̄ó bà̆ng 1 (v̀ı nó không có nghi.ch thế nào ca’). Tù.

d̄ó suy ra

det A = a11a22 · · · ann.

3 Ánh xa. d̄a tuyến t́ınh thay phiên

D- i.nh ngh̃ıa 3.1 Gia’ su.’ V và W là các không gian vécto. trên tru.̀o.ng K. Ánh xa.

ϕ : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k là̂n

→ W

d̄u.o.. c go. i là d̄a tuyến t́ınh (hay nói rõ ho.n: k-tuyến t́ınh) nếu nó tuyến t́ınh vó.i tù.ng

thành phà̂n trong t́ıch V × · · · × V khi cố d̄i.nh các thành phà̂n còn la. i, tú.c là nếu

ϕ(α1, ..., aαi + bβi, ..., αk) = aϕ(α1, ..., αi, ..., αk) + bϕ(α1, ..., βi, ..., αk),

vó.i mo. i a, b ∈ K, α1, ..., αk, βi ∈ V và vó.i mo. i i = 1, ..., k.

Nếu W = K th̀ı ϕ d̄u.o.. c go. i là mô. t da. ng k-tuyến t́ınh trên V .

Vı́ du. : Gia’ su.’ ϕ1, ..., ϕk : V → K là các ánh xa. tuyến t́ınh. Khi d̄ó

ϕ : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k là̂n

→ K

ϕ(α1, ..., αi, ..., αk) = ϕ1(α1) · · ·ϕk(αk)
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là mô. t da.ng k-tuyến t́ınh trên V .

D- i.nh ngh̃ıa 3.2 Ánh xa. k-tuyến t́ınh ϕ : V ×· · ·×V → W d̄u.o.. c go. i là thay phiên

nếu

ϕ(α1, ..., αi, ..., αj, ..., αk) = 0,

khi αi = αj, vó.i că.p chı’ số i 6= j nào d̄ó.

Vı́ du. :

(a) Ánh xa. d̄ò̂ng nhất không 0 : V × · · · × V → W là k-tuyến t́ınh và thay phiên.

(b) D- i.nh thú.c det : Kn × · · · × Kn → K là mô. t hàm n-tuyến t́ınh và thay phiên.

Mê.nh d̄è̂ 3.3 Gia’ su.’ ϕ là mô. t ánh xa. k-tuyến t́ınh thay phiên. Khi d̄ó

(i) ϕ có t́ınh pha’n d̄ối xú.ng, tú.c là

ϕ(α1, ..., αi, ..., αj, ..., αk) = −ϕ(α1, ..., αj, ..., αi, ..., αk),

vó.i mo. i α1, ..., αk ∈ V và mo. i că. p chı’ số i 6= j.

(ii) Nếu hê. α1, ..., αk phu. thuô. c tuyến t́ınh th̀ı

ϕ(α1, ..., αk) = 0.

Chú.ng minh: Mê.nh d̄è̂ d̄u.o.. c chú.ng minh bà̆ng cách lă.p la. i các lâ.p luâ.n trong

chú.ng minh Hê. qua’ 2.3. 2

Nhâ.n xét 3.4 Nếu Char(K) 6= 2 th̀ı mô.t ánh xa. d̄a tuyến t́ınh ϕ : V ×· · ·×V → W

là thay phiên khi và chı’ khi nó pha’n d̄ối xú.ng. Thâ. t vâ.y, theo mê.nh d̄è̂ trên, t́ınh

pha’n d̄ối xú.ng là hê. qua’ cu’a t́ınh thay phiên. Ngu.o.. c la. i, gia’ su.’ ϕ pha’n d̄ối xú.ng,

tú.c là

ϕ(α1, ..., αi, ..., αj, ..., αk) = −ϕ(α1, ..., αj, ..., αi, ..., αk),
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vó.i mo. i α1, ..., αk ∈ V và mo. i că.p chı’ số i 6= j. Lấy αi = αj, ta có

ϕ(α1, ..., αi, ..., αi, ..., αk) = −ϕ(α1, ..., αi, ..., αi, ..., αk).

Tù. d̄ó 2ϕ(α1, ..., αi, ..., αi, ..., αk) = 0. Vı̀ Char(K) 6= 2 cho nên d̄ă’ ng thú.c trên kéo

theo

ϕ(α1, ..., αi, ..., αi, ..., αk) = 0.

D- iè̂u này có ngh̃ıa là ϕ có t́ınh thay phiên.

Nếu Char(K) = 2 th̀ı t́ınh thay phiên ma.nh ho.n t́ınh pha’n d̄ối xú.ng.

Khái niê.m d̄i.nh thú.c nhu. mô.t hàm d̄a tuyến t́ınh thay phiên cu’a các vécto. cô. t

cu’a mô.t ma trâ.n vuông d̄u.o.. c tô’ng quát hoá nhu. sau.

Gia’ su.’ dim V = n và ε = (ε1, ..., εn) là mô. t co. so.’ cu’a V . Gia’ su.’ αj =
∑n

i=1 aijεi,

nói các khác

(α1...αn) = (ε1...εn)A,

trong d̄ó A = (aij)n×n.

D- i.nh ngh̃ıa 3.5 Ta go. i det A là d̄i.nh thú.c cu’a hê. vécto. α1, ..., αn trong co. so.’ ε

(hay d̄ối vó.i co. so.’ ε), và ký hiê.u là detε(α1, ..., αn).

Nhu. vâ.y

detε(α1, ..., αn) = det A =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · · · aσ(n)n,

trong d̄ó αj =
∑n

i=1 aijεi.

Theo §2 th̀ı detε là mô. t da.ng n-tuyến t́ınh thay phiên trên V .

Ký hiê.u bo.’ i Λn(V )∗ tâ.p ho.. p tất ca’ các da.ng n-tuyến t́ınh thay phiên trên V .

Nó lâ.p nên mô.t không gian vécto. trên K d̄ối vó.i phép cô.ng ánh xa. và nhân ánh xa.

vó.i vô hu.́o.ng d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau:

(ϕ + ψ)(α1, ..., αn) = ϕ(α1, ..., αn) + ψ(α1, ..., αn),

(aϕ)(α1, ..., αn) = aϕ(α1, ..., αn),

vó.i mo. i ϕ, ψ ∈ Λn(V )∗, a ∈ K.
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D- i.nh lý 3.6 Nếu dim V = n th̀ı dim Λn(V )∗ = 1. Ho.n nũ.a, nếu ε = (ε1, ..., εn) là

mô. t co. so.’ cu’a V , th̀ı (detε) là mô. t co. so.’ cu’a Λn(V )∗.

Chú.ng minh: Ta d̄ã biết detε ∈ Λn(V )∗. Gia’ su.’ ϕ ∈ Λn(V )∗. Vó.i mo. i αj =∑n
i=1 aijεi (j = 1, ..., n), ta có

ϕ(α1, ..., αn) = ϕ(
n∑
i1

ai11εi1 , ...,
n∑
in

ainnεin)

=
∑

i1,...,in

ai11 · · · ainnϕ(εi1 , ..., εin).

Nếu có hai trong các chı’ số i1, ..., in bà̆ng nhau, th̀ı số ha.ng tu.o.ng ú.ng bà̆ng 0, do

ϕ có t́ınh thay phiên. Vı̀ vâ.y, tô’ng chı’ cà̂n lấy trên các bô. chı’ số i1, ..., in d̄ôi mô. t

khác nhau. Khi d̄ó, mỗi bô. chı’ số i1, ..., in xác d̄i.nh mô.t phép thế σ ∈ Sn bo.’ i công

thú.c

σ(1) = i1, σ(2) = i2, ..., σ(n) = in.

Do ϕ có t́ınh pha’n d̄ối xú.ng, nên

ϕ(εi1 , ..., εin) = ϕ(εσ(1), ..., εσ(n)) = sgn(σ)ϕ(ε1, ..., εn).

Tù. d̄ó

ϕ(α1, ..., αn) =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · · · aσ(n)nϕ(ε1, ..., εn)

= ϕ(ε1, ..., εn)detε(α1...αn).

Nhu. thế, ϕ sai khác detε mô.t nhân tu.’ ϕ(ε1, ..., εn) ∈ K. Vâ.y detε là mô. t hê. sinh

cu’a không gian Λn(V )∗. Do t́ınh chuâ’n hoá cu’a d̄i.nh thú.c, nên detε 6= 0. Vı̀ thế,

hê. gò̂m mô.t vécto. (detε) là mô. t co. so.’ cu’a không gian vécto. Λn(V )∗. 2

Hê. qua’ 3.7 (T́ınh duy nhất cu’a d̄i.nh thú.c). D- i.nh thú.c det là hàm duy nhất tù.

tâ. p ho.. p các ma trâ. n vuông M(n×n,K) vào K có các t́ınh chất d̄a tuyến t́ınh, thay

phiên và chuâ’n hoá nói o.’ §2.
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Chú.ng minh: Cho.n e = (e1, ..., en) là hê. co. so.’ ch́ınh tắc cu’a Kn. Nếu coi d̄i.nh

thú.c cu’a ma trâ.n A là mô. t hàm cu’a các vécto. cô. t α1, ..., αn cu’a nó, th̀ı

det A = dete(α1, ..., αn).

Nói cách khác det = dete.

Gia’ su.’ ϕ : M(n × n,K) → K là mô. t hàm d̄a tuyến t́ınh, thay phiên và chuâ’n

hoá theo ngh̃ıa d̄ã nói o.’ §2. Ta cũng coi ϕ(A) là hàm cu’a các cô. t cu’a A, nhu. vâ.y

ϕ ∈ Λn(Kn)∗. Theo D- i.nh lý 3.6,

ϕ = ϕ(e1, ..., en)dete = ϕ(e1, ..., en) det .

Nhu.ng ϕ d̄u.o.. c chuâ’n hoá, tú.c là ϕ(e1, ..., en) = 1, cho nên ϕ = det. 2

Hê. qua’ 3.8 det A 6= 0 nếu và chı’ nếu các vécto. cô. t cu’a A d̄ô. c lâ. p tuyến t́ınh trong

Kn.

Chú.ng minh: Nếu các vécto. cô. t α1, ..., αn cu’a A phu. thuô.c tuyến t́ınh, th̀ı theo

Hê. qua’ 2.3 ta có det(α1, ..., αn) = 0.

Ngu.o.. c la. i, gia’ su.’ α1, ..., αn d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh. Khi d̄ó α = (α1, ..., αn) là mô. t

co. so.’ cu’a Kn. Go. i e = (e1, ..., en) là co. so.’ ch́ınh tắc cu’a Kn. Khi d̄ó det = dete lâ.p

nên mô.t co. so.’ cu’a Λn(Kn)∗. Ta có

detα = c det, (c ∈ K).

Do d̄ó c det(α1, ..., αn) = detα(α1, ..., αn) = det En = 1. Vâ.y

det A = det(α1, ..., αn) 6= 0. 2

4 D- i.nh thú.c cu’a tu.. d̄ò̂ng cấu

Mỗi phà̂n tu.’ ϕ ∈ Λn(V )∗ có thê’ d̄u.o.. c coi là mô. t phép d̄o “thê’ t́ıch” có hu.́o.ng trong

V . Cu. thê’, ϕ(α1, ..., αn) d̄u.o.. c xem nhu. “thê’ t́ıch” cu’a h̀ınh hô. p n chiè̂u tu.. a trên

các vécto. α1, ..., αn.
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Vó.i quan d̄iê’m d̄ó th̀ı d̄i.nh thú.c cu’a mô.t tu.. d̄ò̂ng cấu f : V → V ch́ınh là hê.

số giãn no.’ thê’ t́ıch cu’a các h̀ınh hô.p n-chiè̂u sau phép biến d̄ô’i f . D- i.nh lý sau d̄ây

nói rõ d̄iè̂u d̄ó.

D- i.nh lý 4.1 Gia’ su.’ f ∈ End(V ), trong d̄ó V là mô. t K-không gian vécto. n chiè̂u.

Khi d̄ó, có duy nhất mô. t phà̂n tu.’ d̄u.o.. c ký hiê. u là det(f) ∈ K sao cho

ϕ(f(α1), ..., f(αn)) = det(f)ϕ(α1, ..., αn),

vó.i mo. i ϕ ∈ Λn(V )∗ và mo. i α1, ..., αn ∈ V .

D- i.nh ngh̃ıa 4.2 Ta go. i det(f) là d̄i.nh thú.c cu’a tu.. d̄ò̂ng cấu f .

Chú.ng minh D- i.nh lý 4.1. Cho.n bất kỳ mô.t phà̂n tu.’ η 6= 0 trong Λn(V )∗. Vı̀

dim Λn(V )∗ = 1, cho nên (η) là mô. t co. so.’ cu’a Λn(V )∗.

Xét ánh xa. θ : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
n là̂n

→ K xác d̄i.nh nhu. sau

θ(α1, ..., αn) = η(f(α1), ..., f(αn)).

Vı̀ f tuyến t́ınh, và η d̄a tuyến t́ınh thay phiên, nên θ cũng là d̄a tuyến t́ınh thay

phiên, tú.c là θ ∈ Λn(V )∗. Nhu. vâ.y, có d ∈ K sao cho θ = dη.

Mă.t khác, v̀ı (η) là mô. t co. so.’ cu’a Λn(V )∗, cho nên vó.i mo. i ϕ ∈ Λn(V )∗ ta có

ϕ = cη vó.i mô. t vô hu.́o.ng nào d̄ó c ∈ K. Do d̄ó

ϕ(f(α1), ..., f(αn)) = cη(f(α1), ..., f(αn)) = cθ(α1, ..., αn)

= cdη(α1, ..., αn) = dϕ(α1, ..., αn).

D- ă’ ng thú.c nói trong d̄i.nh lý d̄u.o.. c nghiê.m d̄úng d̄ối vó.i hà̆ng số det(f) = d không

phu. thuô.c ϕ. Nhu. vâ.y, ta d̄ã chı’ ra su.. tò̂n ta. i cu’a det(f).

D- ê’ chú.ng minh t́ınh duy nhất cu’a det(f), ta cho.n ϕ = η. D- ă’ ng thú.c

ϕ(f(α1), ..., f(αn)) = det(f)ϕ(α1, ..., αn)
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kéo theo θ = det(f)η. Do biê’u thi. tuyến t́ınh cu’a θ qua co. so.’ (η) là duy nhất, nên

det(f) xác d̄i.nh duy nhất. 2

D- i.nh lý sau d̄ây cho thấy mối liên hê. giũ.a d̄i.nh thú.c cu’a tu.. d̄ò̂ng cấu vó.i d̄i.nh

thú.c cu’a ma trâ.n, d̄ò̂ng thò.i chı’ ra mô.t phu.o.ng pháp d̄ê’ t́ınh d̄i.nh thú.c cu’a tu..

d̄ò̂ng cấu.

D- i.nh lý 4.3 Nếu tu.. d̄ò̂ng cấu f : V → V có ma trâ. n là A trong mô. t co. so.’ nào d̄ó

cu’a V , th̀ı det(f) = det A.

Chú.ng minh: Go. i ε = (ε1, ..., εn) là co. so.’ cu’a không gian V trong d̄ó f có ma trâ.n

là A. Ta có f(εj) =
∑n

i=1 aijεi. Nói cách khác

(f(ε1)...f(εn)) = (ε1...εn)A.

Cho.n ϕ = detε ∈ Λn(V ), và áp du.ng D- i.nh lý 4.1, ta có

det(f) = det(f) det En = det(f)detε(ε1, ..., εn)

= detε(f(ε1), ..., f(εn)) = det A. 2

Hê. qua’ 4.4 Nếu A và B là các ma trâ. n cu’a tu.. d̄ò̂ng cấu f : V → V trong nhũ.ng

co. so.’ khác nhau, th̀ı det A = det B.

D- i.nh lý 4.5 (i) det idV = 1.

(ii) det(gf) = det(g) det(f), ∀f, g ∈ End(V ).

Nói riêng, nếu f kha’ nghi.ch th̀ı det(f−1) = (det(f))−1.

Chú.ng minh: (i) D- ối vó.i mỗi ϕ ∈ Λn(V )∗, ta có

ϕ(idV (α1), ..., idV (αn)) = 1 · ϕ(α1, ..., αn),

vó.i mo. i α1, ..., αn ∈ V . Do d̄ó, theo d̄i.nh ngh̃ıa cu’a d̄i.nh thú.c cu’a tu.. d̄ò̂ng cấu,

det(idV ) = 1.
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(ii) Nếu ϕ ∈ Λn(V )∗, th̀ı

det(gf)ϕ(α1, ..., αn) = ϕ(gf(α1), ..., gf(αn))

= det(g)ϕ(f(α1), ..., f(αn))

= det(g) det(f)ϕ(α1, ..., αn),

vó.i mo. i α1, ..., αn ∈ V . Do d̄ó det(gf) = det(g) det(f).

Nếu f kha’ nghi.ch th̀ı tò̂n ta. i f−1 ∈ End(V ) sao cho ff−1 = idV . Tù. d̄ó

det(f) det(f−1) = det(ff−1) = det(idV ) = 1. Hê. qua’ là det(f−1) = (det(f))−1. 2

D- i.nh lý 4.6 Tu.. d̄ò̂ng cấu f : V → V là mô. t d̄ă’ ng cấu nếu và chı’ nếu det(f) 6= 0.

Chú.ng minh: Gia’ su.’ ε = (ε1, ..., εn) là mô. t co. so.’ cu’a không gian vécto. V . Go. i C

là ma trâ.n cu’a f trong co. so.’ d̄ó:

(f(ε1) ... f(εn)) = (ε1 ... εn)C.

Nói cách khác, C là ma trâ.n mà vécto. cô. t thú. j cu’a nó là vécto. toa. d̄ô. cu’a f(εj)

trong co. so.’ (ε1, ..., εn).

Ta có

det(f) = det(f) det En = det(f)detε(ε1, ..., εn)

= detε(f(ε1), ..., f(εn)) = det C.

Nhâ.n xét rà̆ng, f là mô. t d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh nếu và chı’ nếu (f(ε1), ..., f(εn))

là mô. t hê. vécto. d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh. D- iè̂u này tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i su.. kiê.n hê. vécto.

cô. t cu’a C d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh, tú.c là tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i det C = det(f) 6= 0. 2

5 Các t́ınh chất sâu ho.n cu’a d̄i.nh thú.c

Tiết này dành d̄ê’ nghiên cú.u sâu thêm các t́ınh chất cu’a d̄i.nh thú.c cu’a ma trâ.n.

D- i.nh lý 5.1 Gia’ su.’ A,B ∈ M(n × n,K). Khi d̄ó
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(i) det(AB) = det A det B.

(ii) A kha’ nghi.ch nếu và chı’ nếu det A 6= 0. Ho.n nũ.a

det(A−1) = (det A)−1.

Chú.ng minh: (i) là mô. t hê. qua’ cu’a các D- i.nh lý 4.3 và 4.5.

(ii) là mô. t hê. qua’ cu’a D- i.nh lý 4.6 và cu’a phà̂n (i).

D- i.nh lý 5.2 (D- i.nh thú.c cu’a ma trâ.n chuyê’n vi.).

det(At) = det A, ∀A ∈ M(n × n,K).

Chú.ng minh: Gia’ su.’ A = (aij)n×n, At = (at
ij)n×n. Theo d̄i.nh ngh̃ıa d̄i.nh thú.c, ta

có

det(At) =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)at
σ(1)1 · · · at

σ(n)n

=
∑

σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · · · anσ(n).

Nếu k = σ(j), th̀ı j = σ−1(k), và ajσ(j) = aσ−1(k)k. D- ă. t ω = σ−1. Bo.’ i v̀ı ωσ = id,

cho nên sgnω = sgnσ. Ho.n nũ.a, khi σ cha.y mô.t lu.o.. t trên Sn th̀ı σ−1 cũng cha.y

mô.t lu.o.. t trên Sn. Do d̄ó

det(At) =
∑

ω∈Sn

sgn(ω)aω(1)1 · · · aω(n)n

= det A (theo d̄i.nh ngh̃ıa). 2

Theo d̄i.nh lý trên, tất ca’ các t́ınh chất cu’a d̄i.nh thú.c d̄ối vó.i các cô. t cu’a nó vẫn

d̄úng d̄ối vó.i các hàng cu’a nó. Chă’ ng ha.n, d̄i.nh thú.c là mô. t hàm d̄a tuyến t́ınh,

thay phiên và chuâ’n hoá d̄ối vó.i các hàng cu’a nó...

Bây giò. ta xét bài toán t́ınh d̄i.nh thú.c cấp n thông qua các d̄i.nh thú.c cấp nho’

ho.n.
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Cho A = (aij) ∈ M(n×n,K) và k là mô. t số nguyên bất kỳ thoa’ mãn 1 ≤ k < n.

Xét hai bô. chı’ số

1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n,

1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk ≤ n.

Các phà̂n tu.’ nà̆m trên giao cu’a các hàng i1, ..., ik và các cô. t j1, ..., jk cu’a ma trâ.n

A lâ.p nên mô.t ma trâ.n cấp k (d̄u.o.. c go. i là mô. t ma trâ.n con cấp k cu’a A), và d̄i.nh

thú.c cu’a ma trâ.n con d̄ó, d̄u.o.. c ký hiê.u là Dj1,...,jk
i1,...,ik

, d̄u.o.. c go. i là mô. t d̄i.nh thú.c con

cấp k cu’a A.

Nếu xoá tất ca’ các hàng i1, ..., ik và các cô. t j1, ..., jk th̀ı phà̂n còn la. i cu’a ma

trâ.n A lâ.p nên mô.t ma trâ.n vuông cấp n − k, mà d̄i.nh thú.c cu’a nó d̄u.o.. c ký hiê.u

là D
j1,...,jk

i1,...,ik
và d̄u.o.. c go. i là d̄i.nh thú.c con bù cu’a Dj1,...,jk

i1,...,ik
.

Ta go. i (−1)s(I,J)D
j1,...,jk

i1,...,ik
là phà̂n bù d̄a. i số cu’a Dj1,...,jk

i1,...,ik
, trong d̄ó s(I, J) = (i1 +

· · · + ik) + (j1 + · · · + jk).

D- i.nh lý 5.3 (Khai triê’n Laplace). Gia’ su.’ d̄ã cho. n ra k cô. t (tu.o.ng ú.ng, k hàng)

trong mô. t d̄i.nh thú.c cấp n (1 ≤ k < n). Khi d̄ó, d̄i.nh thú.c d̄ã cho bằng tô’ng cu’a

tất ca’ các t́ıch cu’a các d̄i.nh thú.c con cấp k lấy ra tù. k cô. t (tu.o.ng ú.ng, k hàng) d̄ã

cho. n vó.i phà̂n bù d̄a. i số cu’a chúng. Nói rõ ho.n, ta có:

(i) Công thú.c khai triê’n d̄i.nh thú.c theo k cô. t j1 < · · · < jk:

det A =
∑

i1<···<ik

(−1)s(I,J)Dj1,...,jk
i1,...,ik

D
j1,...,jk

i1,...,ik
;

(ii) Công thú.c khai triê’n d̄i.nh thú.c theo k hàng i1 < · · · < ik:

det A =
∑

j1<···<jk

(−1)s(I,J)Dj1,...,jk
i1,...,ik

D
j1,...,jk

i1,...,ik
.

Chú.ng minh: Ta sẽ chı’ chú.ng minh công thú.c khai triê’n Laplace theo k hàng.

Tù. d̄ó, áp du.ng D- i.nh lý 5.2, ta thu d̄u.o.. c công thú.c khai triê’n theo k cô. t.

Tru.́o.c hết, ta chú.ng minh công thú.c khai triê’n Laplace theo k hàng d̄ă.c biê.t

i1 = 1, i2 = 2, ..., ik = k.
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Ký hiê.u vécto. cô. t thú. j cu’a ma trâ.n A là αj. Vó.i mỗi bô. chı’ số 1 ≤ j1 < · · · <

jk ≤ n, ta go. i j′1, ..., j
′
` là bô. chı’ số {1, 2, ..., n}\{j1, ..., jk} d̄u.o.. c xếp theo thú. tu..

tăng dà̂n:

1 ≤ j′1 < · · · < j′` ≤ n.

Xét hàm sau d̄ây

η(A) = η(α1, ..., αn) =
∑

j1<···<jk

(−1)s(I,J)Dj1,...,jk
1,...,k D

j1,...,jk

1,...,k .

Dẽ̂ thấy rà̆ng η là mô. t hàm d̄a tuyến t́ınh d̄ối vó.i α1, ..., αn.

Nếu A = En (ma trâ.n d̄o.n vi.), th̀ı Dj1,...,jk
1,...,k 6= 0 nếu và chı’ nếu j1 = 1, j2 =

2, ..., jk = k. Khi d̄ó D1,...,k
1,...,k = 1 và D

1,...,k
1,...,k = 1. Do d̄ó, η có t́ınh chuâ’n hoá, tú.c là

η(En) = 1.

Ta sẽ chú.ng minh η có t́ınh thay phiên.

Tru.́o.c hết gia’ su.’ αr = αr+1. Lấy mô.t số ha.ng bất kỳ trong tô’ng xác d̄i.nh η, nếu

jt = r, jt+1 = r + 1 th̀ı Dj1,...,jk
1,...,k = 0; còn nếu j′u = r, j′u+1 = r + 1 th̀ı D

j1,...,jk

1,...,k = 0

(trong ca’ hai tru.̀o.ng ho.. p, d̄i.nh thú.c tu.o.ng ú.ng bà̆ng 0 v̀ı có hai cô. t bà̆ng nhau).

Các số ha.ng còn la. i d̄u.o.. c ghép thành tù.ng că.p: số ha.ng có jt = r, j′u = r + 1 d̄u.o.. c

ghép vó.i số ha.ng có jt = r + 1, j′u = r (các chı’ số khác cu’a hai số ha.ng này nhu.

nhau). Khi d̄ó, hai số ha.ng d̄u.o.. c ghép că.p có phà̂n Dj1,...,jk
1,...,k D

j1,...,jk

1,...,k bà̆ng nhau (v̀ı

αr = αr+1), và có dấu (−1)s(I,J) trái nhau (v̀ı chı’ số jt cu’a chúng tu.o.ng ú.ng bà̆ng

r và r + 1). Do d̄ó chúng là các phà̂n tu.’ d̄ối nhau. Tóm la. i, η(α1, ..., αn) = 0 nếu

αr = αr+1 vó.i r bất kỳ (1 ≤ r < n).

Tù. d̄ó, theo phu.o.ng pháp d̄ã dùng d̄ê’ chú.ng minh Hê. qua’ 2.3, ta có

η(α1, ..., αr, αr+1, ..., αn) = −η(α1, ..., αr+1, αr, ..., αn),

vó.i mo. i α1, ..., αn ∈ Kn và mo. i r (1 ≤ r < n).

Bây giò. ta sẽ chú.ng minh rà̆ng η có t́ınh thay phiên, tú.c là

η(α1, ..., αr, ..., αs, ..., αn) = 0,
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nếu αr = αs vó.i că.p chı’ số r 6= s bất kỳ. Thâ. t vâ.y, ta là̂n lu.o.. t hoán vi. αs vó.i αs−1

rò̂i vó.i αs−2,... d̄ê’ d̄u.a αs vè̂ vi. tŕı cu’a αr+1. Ta có

η(α1, ..., αr, ..., αs, ..., αn) = (−1)s−r−1η(α1, ..., αr, αs, ..., αn) = 0,

bo.’ i v̀ı αr và αs d̄ú.ng kè̂ nhau trong vế o.’ giũ.a.

Theo Hê. qua’ 3.7, d̄i.nh thú.c là hàm duy nhất trên các cô. t cu’a ma trâ.n có các

t́ınh chất d̄a tuyến t́ınh, thay phiên và chuâ’n hoá, cho nên

det(α1, ..., αn) = η(α1, ..., αn).

D- ó ch́ınh là công thú.c khai triê’n Laplace theo k hàng i1 = 1, ..., ik = k.

Cuối cùng, ta xét tru.̀o.ng ho.. p k hàng tùy ý I = (i1, ..., ik). Ký hiê.u I ′ = (1, ..., k).

Ta là̂n lu.o.. t hoán vi. hàng i1 vó.i (i1 − 1) hàng d̄ú.ng tru.́o.c nó (d̄ê’ d̄u.a hàng i1 vè̂

hàng 1 và giũ. nguyên vi. tŕı tu.o.ng d̄ối cu’a các hàng còn la. i), rò̂i la. i là̂n lu.o.. t hoán vi.

hàng i2 vó.i (i2 − 2) hàng d̄ú.ng tru.́o.c nó... Cuối cùng, là̂n lu.o.. t hoán vi. hàng ik vó.i

(ik − k) hàng d̄ú.ng tru.́o.c nó. Sau phép biến d̄ô’i d̄ó, các hàng i1, ..., ik d̄u.o.. c d̄u.a vè̂

các hàng 1, ..., k và vi. tŕı tu.o.ng d̄ối cu’a các hàng còn la. i d̄u.o.. c giũ. nguyên. Ma trâ.n

A d̄u.o.. c biến d̄ô’i thành ma trâ.n A′ vó.i det A = (−1)(i1−1)+···+(ik−k) det A′. Ta cũng

có

(−1)s(I,J) = (−1)(i1+···+ik)−(1+···+k)(−1)s(I′,J),

Dj1,...,jk
i1,...,ik

(A) = Dj1,...,jk
1,...,k (A′),

D
j1,...,jk

i1,...,ik
(A) = D

j1,...,jk

1,...,k (A′).

Dùng khai triê’n Laplace theo k hàng 1, ..., k cu’a ma trâ.n A′, ta có

det A = (−1)(i1−1)+···+(ik−k) det A′

= (−1)(i1+···+ik)−(1+···+k)
∑

j1<···<jk

(−1)s(I′,J)Dj1,...,jk
1,...,k (A′)D

j1,...,jk

1,...,k (A′)

=
∑

j1<···<jk

(−1)s(I,J)Dj1,...,jk
i1,...,ik

(A)D
j1,...,jk

i1,...,ik
(A).

D- i.nh lý d̄u.o.. c hoàn toàn chú.ng minh. 2
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Vı́ du. : T́ınh d̄i.nh thú.c Vandermonde

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 ... xn−1

1

1 x2 x2
2 ... xn−1

2

. . . ... .

1 xn x2
n ... xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Lò.i gia’ i: Ta làm cho hà̂u hết các phà̂n tu.’ trên hàng cuối cu’a d̄i.nh thú.c tro.’ thành

bà̆ng không bà̆ng cách lấy cô. t thú. (n− 1) nhân vó.i −xn rò̂i cô.ng vào cô. t n, sau d̄ó

lấy cô. t thú. (n− 2) nhân vó.i −xn rò̂i cô.ng vào cô. t (n− 1),..., cuối cùng lấy cô. t thú.

nhất nhân vó.i −xn rò̂i cô.ng vào cô. t 2. Sau biến d̄ô’i d̄ó, ta thu d̄u.o.. c

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 − xn x1(x1 − xn) ... xn−2
1 (x1 − xn)

1 x2 − xn x2(x2 − xn) ... xn−2
2 (x2 − xn)

. . . ... .

1 xn−1 − xn xn−1(xn−1 − xn) ... xn−2
n−1(xn−1 − xn)

1 0 0 ... 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Khai triê’n Laplace theo hàng thú. n, rò̂i d̄u.a các thù.a số chung cu’a mỗi hàng ra

ngoài dấu d̄i.nh thú.c, ta có

Dn = (−1)n+1(x1 − xn)(x2 − xn) · · · (xn−1 − xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 ... xn−2

1

1 x2 x2
2 ... xn−2

2

. . . ... .

1 xn−1 x2
n−1 ... xn−2

n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Tù. d̄ó ta thu d̄u.o.. c công thú.c truy toán

Dn = (xn − x1)(xn − x2) · · · (xn − xn−1)Dn−1.

Xuất phát vó.i D1 = 1, và bà̆ng quy na.p su.’ du.ng công thú.c trên, ta có

Dn =
∏
i>j

(xi − xj).

Mô.t ú.ng du.ng quan tro.ng cu’a khai triê’n Laplace là công thú.c t́ınh ma trâ.n

nghi.ch d̄a’o.
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D- i.nh lý 5.4 Nếu ma trâ. n vuông A = (aij) ∈ M(n × n,K) có d̄i.nh thú.c khác 0 th̀ı

A kha’ nghi.ch và

A−1 =
1

det A


ã11 ... ãn1

. ... .

ã1n ... ãnn

 ,

trong d̄ó ãij là phà̂n bù d̄a. i số cu’a aij.

Chú.ng minh: Ký hiê.u ma trâ.n nói trong d̄i.nh lý là B. Theo d̄i.nh lý Laplace vè̂

khai triê’n det A theo hàng i, ta có

ai1ãi1 + · · · + ainãin = det A, ∀i.

Ho.n nũ.a, vó.i mo. i j 6= i, xét ma trâ.n thu d̄u.o.. c tù. A bà̆ng cách thay hàng j bo.’ i

hàng i và giũ. nguyên các hàng khác, kê’ ca’ hàng i. Ma trâ.n này có hai hàng i và j

d̄è̂u bà̆ng (ai1, ..., ain). Do d̄ó, d̄i.nh thú.c cu’a nó bà̆ng 0. Khai triê’n Laplace d̄i.nh

thú.c này theo hàng j, ta có

ai1ãj1 + · · · + ainãjn = 0, ∀i 6= j.

Kết ho.. p hai d̄ă’ ng thú.c trên, ta thu d̄u.o.. c AB = En. Tu.o.ng tu.. , bà̆ng cách áp du.ng

khai triê’n Laplace theo cô. t, ta có BA = En.

Tóm la. i, A kha’ nghi.ch, và A−1 = B. 2

Trong phà̂n sau, chúng ta sẽ gió.i thiê.u mô.t phu.o.ng pháp khác t̀ım ma trâ.n

nghi.ch d̄a’o bà̆ng cách gia’ i hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh.

6 D- i.nh thú.c và ha.ng cu’a ma trâ.n

Chúng ta d̄ã d̄i.nh ngh̃ıa ha.ng cu’a mô.t ma trâ.n là ha.ng cu’a hê. vécto. cô. t cu’a nó.

D- i.nh lý sau d̄ây cho phép t́ınh ha.ng cu’a ma trâ.n thông qua d̄i.nh thú.c. D- ò̂ng thò.i

nó d̄ă. t co. so.’ cho khă’ ng d̄i.nh: ha.ng cu’a ma trâ.n cũng bà̆ng ha.ng cu’a hê. vécto. hàng

cu’a ma trâ.n d̄ó.
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D- i.nh lý 6.1 Gia’ su.’ A là mô. t ma trâ. n m hàng, n cô. t vó.i các phà̂n tu.’ trong tru.̀o.ng

K. Khi d̄ó, ha. ng cu’a ma trâ. n A bà̆ng cấp cao nhất cu’a các d̄i.nh thú.c con khác 0

cu’a A. Nói rõ ho.n, rankA = r nếu có mô. t d̄i.nh thú.c con cấp r cu’a A khác 0, và

mo. i d̄i.nh thú.c con cấp > r (nếu có) cu’a A d̄è̂u bằng 0.

Chú.ng minh: Viê.c d̄ô’i chỗ các cô. t rõ ràng không làm thay d̄ô’i rankA. Viê.c d̄ô’i

chỗ các hàng cũng vâ.y, bo.’ i v̀ı d̄ô’i chỗ các hàng tu.o.ng ú.ng vó.i viê.c d̄ô’i chỗ các toa.

d̄ô. cu’a các vécto. cô. t trong Kn, d̄ó là mô. t d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh cu’a Kn.

Mă.t khác, d̄ô’i chỗ các hàng và các cô. t cu’a A cũng không làm thay d̄ô’i cấp cao

nhất cu’a các d̄i.nh thú.c con cu’a A.

Vı̀ thế, d̄ê’ cho dẽ̂ tr̀ınh bày và không gia’m tô’ng quát, ta có thê’ gia’ su.’ d̄i.nh thú.c

con cấp r o.’ góc trái trên cu’a A khác 0, và mo. i d̄i.nh thú.c con cấp (r +1) cu’a A d̄è̂u

bà̆ng 0.

Khi d̄ó, r cô. t d̄à̂u tiên cu’a A d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh. (Nếu trái la. i, th̀ı d̄i.nh thú.c

cấp r o.’ góc trái trên cu’a A bà̆ng 0.) Ta sẽ chú.ng minh rà̆ng cô. t thú. j cu’a A, ký

hiê.u αj, biê’u thi. tuyến t́ınh qua r cô. t d̄à̂u tiên, vó.i r < j ≤ n. D- ê’ làm d̄iè̂u d̄ó, vó.i

mỗi i thoã mãn 1 ≤ i ≤ m, ta xét d̄i.nh thú.c sau d̄ây:

det



a11 ... a1r a1j

. ... . .

ar1 ... arr arj

ai1 ... air aij


.

D- i.nh thú.c này luôn bà̆ng 0. Thâ. t vâ.y, nếu 1 ≤ i ≤ r, th̀ı d̄i.nh thú.c có 2 hàng bà̆ng

nhau; còn nếu r < i ≤ m, th̀ı nó là mô. t d̄i.nh thú.c con cấp (r+1) cu’a A. Khai triê’n

Laplace d̄i.nh thú.c này theo hàng cuối, và go. i λk là phà̂n bù d̄a. i số cu’a aik, ta có

λ1ai1 + · · · + λrair + λaij = 0.

O
.’ d̄ây λ = λj 6= 0, v̀ı d̄ó là d̄i.nh thú.c con cấp r o.’ góc trái trên. Lu.u ý rà̆ng

λ1, ..., λr, λ d̄è̂u không phu. thuô.c vào i. Tù. d̄ó

αj = −λ1

λ
α1 − · · · − λr

λ
αr.
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Theo d̄i.nh ngh̃ıa ha.ng cu’a ma trâ.n, rankA = r. 2

Hê. qua’ 6.2 Ha. ng cu’a mô. t ma trâ. n bằng ha. ng cu’a hê. các vécto. hàng cu’a nó.

Chú.ng minh: Ta có

rankA = rankAt (theo D- i.nh lý 3.4)

= Ha.ng cu’a hê. vécto. cô. t cu’a At

= Ha.ng cu’a hê. vécto. hàng cu’a A. 2

7 Hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh - Quy tắc Cramer

Mô.t hê. thống có da.ng
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

...........................................

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm,

trong d̄ó aij, bi là các phà̂n tu.’ cho tru.́o.c trong tru.̀o.ng K, d̄u.o.. c go. i là mô. t hê. phu.o.ng

tr̀ınh tuyến t́ınh gò̂m m phu.o.ng tr̀ınh vó.i n â’n x1, ..., xn. Ký hiê.u

A = (aij)m×n, x =



x1

.

.

xn


, β =



b1

.

.

bm


.

Khi d̄ó, hê. phu.o.ng tr̀ınh nói trên có thê’ viết du.́o.i da.ng phu.o.ng tr̀ınh vécto.

Ax = β.

Mô. t nghiê.m cu’a hê. này là mô. t vécto. x0 ∈ Kn sao cho Ax0 = β. Mô.t hê. phu.o.ng

tr̀ınh có ı́t nhất mô. t nghiê.m d̄u.o.. c go. i là mô. t hê. phu.o.ng tr̀ınh tu.o.ng th́ıch.

Hê. phu.o.ng tr̀ınh Ax = 0 d̄u.o.. c go. i là hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh thuà̂n nhất liên

kết vó.i hê. Ax = β.
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Theo kinh nghiê.m, ta ca’m nhâ.n rà̆ng hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh Ax = β có

nghiê.m duy nhất nếu số phu.o.ng tr̀ınh cu’a hê. bà̆ng số â’n, và không có phu.o.ng tr̀ınh

nào cu’a hê. là “hê. qua’” cu’a các phu.o.ng tr̀ınh khác. D- iè̂u này d̄u.o.. c diẽ̂n d̄a.t ch́ınh

xác trong d̄i.nh ngh̃ıa sau d̄ây.

D- i.nh ngh̃ıa 7.1 Hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh Ax = β d̄u.o.. c go. i là mô. t hê. không suy

biến (hay mô.t hê. Cramer) nếu nó có số phu.o.ng tr̀ınh bà̆ng số â’n (nói cách khác,

nếu A là mô. t ma trâ.n vuông) và nếu det A 6= 0.

D- i.nh lý 7.2 Hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh không suy biến Ax = β có mô. t nghiê.m

duy nhất, d̄u.o.. c t́ınh bà̆ng công thú.c

xj =
det Aj

det A
, (1 ≤ j ≤ n),

trong d̄ó Aj là ma trâ. n nhâ. n d̄u.o.. c tù. ma trâ. n A bà̆ng cách thay cô. t thú. j bo.’ i cô. t

hê. số tu.. do β.

Chú.ng minh: Vı̀ detA 6= 0, nên A là mô. t ma trâ.n kha’ nghi.ch. Khi d̄ó

Ax = β ⇐⇒ A−1Ax = A−1β

⇐⇒ x = A−1β.

Theo D- i.nh lý 5.4, ta có

A−1 =
1

det A


ã11 ... ãn1

. ... .

ã1n ... ãnn

 ,

trong d̄ó ãij là phà̂n bù d̄a. i số cu’a aij trong det A. Tù. d̄ó x = A−1β có ngh̃ıa là

xj =
1

det A
(ã1jb1 + ã2jb2 + · · · + ãnjbn)

=
det Aj

det A
, (1 ≤ j ≤ n).
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D- ă’ ng thú.c cuối nhâ.n d̄u.o.. c bà̆ng cách khai triê’n Laplace d̄i.nh thú.c cu’a Aj theo cô. t

thú. j. 2.

Vı́ du. : Gia’i hê. phu.o.ng tr̀ınh sau d̄ây:

x + y + 3z + 4t = −3

x + y + 5z + 2t = 1

2x + y + 3z + 2t = −3

2x + 3y + 11z + 5t = 2.

Lò.i gia’ i: Tru.́o.c hết ta t́ınh d̄i.nh thú.c cu’a ma trâ.n hê. số

det A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 3 4

1 1 5 2

2 1 3 2

2 3 11 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 3 4

0 0 2 −2

0 −1 −3 −6

0 1 5 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 2 −2

−1 −3 −6

1 5 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 2 −2

0 2 −9

1 5 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)3+1

∣∣∣∣∣∣∣
2 −2

2 −9

∣∣∣∣∣∣∣ = 2 · (−9)− 2 · (−2) = −14.

Theo quy tắc Cramer, hê. phu.o.ng tr̀ınh có nghiê.m duy nhất

x =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−3 1 3 4

1 1 5 2

−3 1 3 2

2 3 11 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
det A

=
28

−14
= −2, y =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −3 3 4

1 1 5 2

2 −3 3 2

2 2 11 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
det A

=
0

−14
= 0,

z =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 −3 4

1 1 1 2

2 1 −3 2

2 3 2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
det A

=
−14

−14
= 1, t =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 3 −3

1 1 5 1

2 1 3 −3

2 3 11 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
det A

=
14

−14
= −1.
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8 Hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh - Phu.o.ng pháp khu.’

Gauss

Phu.o.ng pháp Cramer chı’ áp du.ng d̄u.o.. c cho các hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh không

suy biến (nói riêng, các hê. này có số phu.o.ng tr̀ınh bà̆ng số â’n). Thế nhu.ng rất

nhiè̂u hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh mà ngu.̀o.i ta gă.p la. i suy biến. Phu.o.ng pháp khu.’

Gauss, mà ta sẽ tr̀ınh bày du.́o.i d̄ây, có u.u d̄iê’m là có thê’ áp du.ng cho hê. phu.o.ng

tr̀ınh tuyến t́ınh tùy ý. Nhu.o.. c d̄iê’m cu’a phu.o.ng pháp này là không d̄u.a ra d̄u.o.. c

thông tin nào vè̂ nghiê.m cu’a hê. phu.o.ng tr̀ınh tru.́o.c khi gia’ i xong hê. d̄ó.

Nô. i dung cu’a phu.o.ng pháp khu.’ Gauss nhu. sau.

Ta go. i hai hê. phu.o.ng tr̀ınh là tu.o.ng d̄u.o.ng nếu nghiê.m cu’a hê. này cũng là

nghiê.m cu’a hê. kia và ngu.o.. c la. i.

Nhâ.n xét rà̆ng nếu ta áp du.ng các phép biến d̄ô’i sau d̄ây, d̄u.o.. c go. i là các phép

biến d̄ô’i so. cấp, trên mô.t hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh, ta nhâ.n d̄u.o.. c mô.t hê. phu.o.ng

tr̀ınh tuyến t́ınh tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i hê. ban d̄à̂u.

(1) D- ô’i chỗ hai phu.o.ng tr̀ınh cu’a hê..

(2) Nhân mô.t phu.o.ng tr̀ınh cu’a hê. vó.i mô. t vô hu.́o.ng khác 0 thuô.c tru.̀o.ng K.

(3) Cô.ng vào mô.t phu.o.ng tr̀ınh mô.t tô’ ho.. p tuyến t́ınh cu’a các phu.o.ng tr̀ınh khác

trong hê..

Bây giò. ta xét mô.t hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh tô’ng quát
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

..........................................

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm.
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Ta go. i A = (aij)m×n là ma trâ. n các hê. số, và

A =



a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

. . ... .

am1 am2 ... amn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1

b2

.

bm


là ma trâ. n các hê. số mo.’ rô. ng cu’a hê. phu.o.ng tr̀ınh nói trên.

Gia’ su.’ có mô.t hê. số nào d̄ó aij 6= 0. Không gia’m tô’ng quát (nếu cà̂n, d̄ô’i chỗ

các phu.o.ng tr̀ınh và d̄ánh số la. i các â’n) ta có thê’ coi a11 6= 0. Khi d̄ó, nhân phu.o.ng

tr̀ınh thú. nhất vó.i (− ai1

a11
) rò̂i cô.ng vào phu.o.ng tr̀ınh thú. i (i = 2, ...,m), ta nhâ.n

d̄u.o.. c hê. phu.o.ng tr̀ınh tu.o.ng d̄u.o.ng có da.ng

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a′
22x2 + · · · + a′

2nxn = b′2

................................. = .

a′
m2x2 + · · · + a′

mnxn = b′m.

Lă.p la. i lâ.p luâ.n trên d̄ối vó.i hê. con gò̂m (n − 1) phu.o.ng tr̀ınh cuối vó.i các â’n

x2, ..., xn.

Sau mô.t số hũ.u ha.n bu.́o.c, hê. phu.o.ng tr̀ınh Ax = β d̄u.o.. c d̄u.a vè̂ mô.t hê. tu.o.ng

d̄u.o.ng, vó.i ma trâ.n mo.’ rô.ng có da.ng

ā11 ∗ ... ∗ ∗ ... ∗

0 ā22 ... ∗ ∗ ... ∗

. . ... ∗ ∗ ... ∗

0 0 ... ārr ∗ ... ∗

0 0 ... 0 0 ... 0

. . ... . . ... .

0 0 ... 0 0 ... 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b̄1

b̄2

.

b̄r

b̄r+1

.

b̄m



,

trong d̄ó āii 6= 0 (i = 1, ..., r), và các dấu ∗ ký hiê.u các phà̂n tu.’ có thê’ khác 0 trong

tru.̀o.ng K.

140



Nếu mô.t trong các vô hu.́o.ng b̄r+1, ..., b̄m khác 0, th̀ı hê. phu.o.ng tr̀ınh vô nghiê.m.

Nếu b̄r+1 = · · · = b̄m = 0, th̀ı hê. phu.o.ng tr̀ınh có nghiê.m. Ho.n nũ.a, mỗi nghiê.m

cu’a hê. phu.o.ng tr̀ınh d̄è̂u có thê’ nhâ.n d̄u.o.. c bà̆ng cách gán cho xr+1, ..., xn nhũ.ng

giá tri. tuỳ ý thuô.c tru.̀o.ng K (nếu n > r), rò̂i gia’ i duy nhất x1, ..., xr theo nhũ.ng

giá tri. d̄ã gán cho xr+1, ..., xn. (Cu. thê’, xr d̄u.o.. c t̀ım tù. phu.o.ng tr̀ınh thú. r,..., x1

d̄u.o.. c t̀ım tù. phu.o.ng tr̀ınh thú. nhất.)

Vı́ du. : Gia’i hê. phu.o.ng tr̀ınh

x1 + 3x2 + 5x3 − 2x4 = 3

x1 + 5x2 − 9x3 + 8x4 = 1

2x1 + 7x2 + 3x3 + x4 = 5

5x1 + 18x2 + 4x3 + 5x4 = 12.

Lò.i gia’ i: Dùng phu.o.ng pháp khu.’ Gauss, ta thấy hê. phu.o.ng tr̀ınh trên tu.o.ng

d̄u.o.ng vó.i

⇐⇒



x1 + 3x2 + 5x3 − 2x4 = 3

2x2 − 14x3 + 10x4 = −2

x2 − 7x3 + 5x4 = −1

3x2 − 21x3 + 15x4 = −3

⇐⇒



x1 + 3x2 + 5x3 − 2x4 = 3

x2 − 7x3 + 5x4 = −1

0x2 + 0x3 + 0x4 = 0

0x2 + 0x3 + 0x4 = 0

⇐⇒


x1 = 6 − 26x3 + 17x4

x2 = −1 + 7x3 − 5x4

x3, x4 tuỳ ý.

Nhâ.n xét 8.1 D- ê’ cho go.n, trong quá tr̀ınh gia’ i hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh, ta chı’

cà̂n ghi nhâ.n su.. biến d̄ô’i cu’a ma trâ.n hê. số suy rô.ng. Chă’ ng ha.n trong v́ı du. trên,
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ta chı’ cà̂n viết

1 3 5 −2

1 5 −9 8

2 7 3 1

5 18 4 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3

1

5

12


⇐⇒



1 3 5 −2

0 2 −14 10

0 1 −7 5

0 3 −21 15

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3

−2

−1

−3



⇐⇒



1 3 5 −2

0 1 −7 5

0 0 0 0

0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3

−1

0

0


⇐⇒


x1 = 6 − 26x3 + 17x4

x2 = −1 + 7x3 − 5x4

x3, x4 tuỳ ý.

Nhâ.n xét 8.2 Tu.o.ng ú.ng vó.i các phép biến d̄ô’i so. cấp trên hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến

t́ınh là các phép biến d̄ô’i so. cấp trên ma trâ.n. D- ó là các phép biến d̄ô’i thuô.c mô.t

trong các da.ng sau d̄ây

(1) D- ô’i chỗ hai hàng (hoă.c hai cô. t) cu’a ma trâ.n.

(2) Nhân mô.t hàng (hoă.c mô.t cô. t) cu’a ma trâ.n vó.i mô. t vô hu.́o.ng khác 0.

(3) Cô.ng vào mô.t hàng (hoă.c mô. t cô. t) mô.t tô’ ho.. p tuyến t́ınh cu’a các hàng (tu.o.ng

ú.ng: các cô. t) khác.

Dẽ̂ thấy rà̆ng các phép biến d̄ô’i so. cấp không làm thay d̄ô’i ha. ng cu’a ma trâ.n.

Nhâ.n xét này dẫn tó.i mô. t cách t́ınh ha.ng cu’a ma trâ.n rất có ı́ch trong thu.. c hành.

Cu. thê’ là, mỗi ma trâ.n A = (aij)m×n sau mô.t số hũ.u ha.n phép biến d̄ô’i so. cấp
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d̄è̂u có thê’ d̄u.a vè̂ mô.t ma trâ.n da.ng (tam giác trên suy rô.ng)

ā11 ∗ ... ∗ ∗ ... ∗

0 ā22 ... ∗ ∗ ... ∗

. . ... ∗ ∗ ... ∗

0 0 ... ārr ∗ ... ∗

0 0 ... 0 0 ... 0

. . ... . . ... .

0 0 ... 0 0 ... 0



,

trong d̄ó āii 6= 0 (i = 1, ..., r), và các dấu ∗ ký hiê.u các phà̂n tu.’ có thê’ khác 0 trong

tru.̀o.ng K.

Bà̆ng cách tru.. c tiếp dùng d̄i.nh ngh̃ıa cu’a ha.ng hoă.c dùng D- i.nh lý 6.1, ta dẽ̂

thấy rà̆ng ha.ng cu’a ma trâ.n nói trên bà̆ng r.

Nhâ.n xét 8.3 Phu.o.ng pháp khu.’ Gauss d̄u.o.. c ú.ng du.ng vào viê.c t̀ım ma trâ.n

nghi.ch d̄a’o.

Gia’ su.’ cà̂n t̀ım nghi.ch d̄a’o cu’a ma trâ.n A = (aij) ∈ M(n × n,K) nếu nhu. nó

kha’ nghi.ch. Ta xét hê. phu.o.ng tr̀ınh

n∑
j=1

aijxj = yi (i = 1, ..., n).

Khi d̄ó, A kha’ nghi.ch nếu và chı’ nếu hê. phu.o.ng tr̀ınh trên có nghiê.m vó.i mo. i vế

pha’ i y1, ..., yn. Ho.n nũ.a, nếu nghiê.m cu’a hê. d̄u.o.. c cho bo.’ i công thú.c

xi =
n∑

j=1

bijyj (i = 1, ..., n),

th̀ı ma trâ.n nghi.ch d̄a’o cu’a A ch́ınh là A−1 = (bij)n×n. (Công thú.c biê’u thi. tu.̀o.ng

minh x1, ..., xn qua y1, ..., yn có thê’ d̄u.o.. c t̀ım bà̆ng cách dùng phu.o.ng pháp khu.’

Gauss.)

Thâ. t vâ.y, ta xét phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh Ã : Kn → Kn, x 7→ Ax. Nó có ma

trâ.n là A trong co. so.’ ch́ınh tắc cu’a Kn. Hê. phu.o.ng tr̀ınh Ax = y có nghiê.m vó.i
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mo.i y nếu và chı’ nếu Ã là mô. t d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh, d̄iè̂u này xa’y ra khi và chı’

khi A kha’ nghi.ch. Ho.n nũ.a, ta có Ax = y tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i x = A−1y. Do d̄ó

A−1 = (bij)n×n.

9 Cấu trúc nghiê.m cu’a hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến

t́ınh

Ta xét các hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh thuà̂n nhất và không thuà̂n nhất liên kết

vó.i nhau

Ax = 0 và Ax = β,

trong d̄ó A = (aij)m×n ∈ M(m × n,K), β ∈ Km. Nhu. vâ.y, ca’ hai hê. phu.o.ng tr̀ınh

nói trên d̄è̂u gò̂m m phu.o.ng tr̀ınh và n â’n.

D- i.nh lý 9.1 Tâ. p ho.. p L tất ca’ các nghiê.m cu’a hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh thuà̂n

nhất Ax = 0 là mô. t không gian vécto. con cu’a Kn, có số chiè̂u thoa’ mãn hê. thú.c

dim L = n − rankA.

Chú.ng minh: Ta xét ánh xa. tuyến t́ınh

Ã : Kn → Km,

x 7→ Ax.

Rõ ràng L = KerÃ là mô. t không gian vécto. con cu’a Kn. Ho.n nũ.a, v̀ı ánh xa. tuyến

t́ınh Ã có ma trâ.n là A trong co. so.’ ch́ınh tắc cu’a các không gian vécto. Kn và Km,

cho nên

dim L = dim KerÃ = dimKn − dim ImÃ

= n − rankA. 2

D- i.nh lý 9.2 Gia’ su.’ L là không gian vécto. con gò̂m các nghiê.m cu’a hê. phu.o.ng

tr̀ınh tuyến t́ınh thuà̂n nhất Ax = 0, và x0 là mô. t nghiê.m cu’a hê. Ax = β. Khi d̄ó
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tâ. p ho.. p các nghiê.m cu’a hê. Ax = β là

x0 + L = {x0 + α|α ∈ L}.

Chú.ng minh: y0 là mô. t nghiê.m cu’a hê. Ax = β nếu và chı’ nếu y0 − x0 là mô. t

nghiê.m cu’a hê. Ax = 0, tú.c là nếu và chı’ nếu y0 −x0 ∈ L. Bao hàm thú.c cuối cùng

tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i y0 ∈ x0 + L. 2

D- i.nh ngh̃ıa 9.3 Vó.i các gia’ thiết cu’a d̄i.nh lý trên, x0 d̄u.o.. c go. i là mô. t nghiê.m

riêng cu’a hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh không thuà̂n nhất Ax = β. Còn x0 + α, vó.i

α ∈ L, d̄u.o.. c go. i là nghiê.m tô’ng quát cu’a hê. phu.o.ng tr̀ınh d̄ó.

D- i.nh lý 9.4 (Tiêu chuâ’n Kronecker - Capelli). Hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh Ax = β

có nghiê.m khi và chı’ khi rankA = rankA, trong d̄ó

A =


a11 a12 ... a1n

. . ... .

am1 am2 ... amn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1

.

bm


là ma trâ. n các hê. số mo.’ rô. ng cu’a hê. .

Chú.ng minh: Go.i αj là vécto. cô. t thú. j cu’a A, còn β là vécto. cô. t tu.. do (tú.c là

cô. t cuối cùng cu’a A. Ta có

rankA = rank(α1, ..., αn) ≤ rank(α1, ..., αn, β) = rankA.

Dấu bà̆ng xa’y ra nếu và chı’ nếu β biê’u thi. tuyến t́ınh qua các vécto. α1, ..., αn. Go. i

x0
1, ..., x

0
n là các hê. số cu’a biê’u thi. d̄ó, tú.c là

β = x0
1α1 + · · · + x0

nαn.

Hê. thú.c này tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i viê.c x0 = (x0
1, ..., x

0
n)t là mô. t nghiê.m cu’a hê. phu.o.ng

tr̀ınh Ax = β. 2
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Bài tâ.p

Thu.. c hiê.n các phép nhân sau d̄ây, viết các phép thế thu d̄u.o.. c thành t́ıch cu’a

nhũ.ng x́ıch rò.i ra.c và t́ınh dấu cu’a chúng.

1.

 1 2 3 4 5

2 4 5 1 3


 1 2 3 4 5

4 3 5 1 2

.

2.

 1 2 3 4 5

3 5 4 1 2


 1 2 3 4 5

4 3 1 5 2

.

3. (1, 2)(2, 3) · · · (n, n − 1).

4. (1, 2, 3)(2, 3, 4)(3, 4, 5) · · · (n − 2, n − 1, n).

5. Cho hai cách sắp thành dãy a1, a2, ..., an và b1, b2, ..., bn cu’a n số tu.. nhiên d̄à̂u

tiên. Chú.ng minh rằng có thê’ d̄u.a cách sắp này vè̂ cách sắp kia bà̆ng cách su.’

du.ng không quá n − 1 phép thế so. cấp.

6. Vó.i gia’ thiết nhu. bài trên, chú.ng minh rằng có thê’ d̄u.a cách sắp này vè̂ cách

sắp kia bà̆ng cách su.’ du.ng không quá n(n − 1)/2 phép chuyê’n vi. tŕı cu’a hai

phà̂n tu.’ d̄ú.ng kè̂ nhau.

7. Cho v́ı du. vè̂ mô. t cách sắp n số tu.. nhiên d̄à̂u tiên thành dãy sao cho dãy này

không thê’ d̄u.a vè̂ dãy sắp tu.. nhiên bà̆ng cách dùng ı́t ho.n n− 1 phép thế so.

cấp.

8. Biết số nghi.ch thế cu’a dãy a1, a2, ..., an bà̆ng k. Hãy t̀ım số nghi.ch thế cu’a

dãy an, an−1, ..., a1.

9. T́ınh các d̄i.nh thú.c sau d̄ây

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −5 4 3

3 −4 7 5

4 −9 8 5

−3 2 −5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 −3 −2 −5

2 5 4 6

5 5 8 7

4 4 5 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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10. T́ınh các d̄i.nh thú.c sau d̄ây bà̆ng cách d̄u.a vè̂ da. ng tam giác:

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 ... n

−1 0 3 ... n

−1 −2 0 ... n

. . . ... .

−1 −2 −3 ... 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2 ... an

−x x 0 ... 0

0 −x x ... 0

. . . ... .

0 0 0 ... x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (c)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 ... an

−x1 x2 0 ... 0

0 −x2 x3 ... 0

. . . ... .

0 0 0 ... xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

11. T́ınh d̄i.nh thú.c cu’a ma trâ.n vuông cấp n vó.i phà̂n tu.’ nà̆m o.’ hàng i cô. t j

bà̆ng |i − j|.

12. T́ınh các d̄i.nh thú.c sau d̄ây bà̆ng phu.o.ng pháp rút ra các nhân tu.’ tuyến t́ınh:

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 ... n

1 x + 1 3 ... n

1 2 x + 1 ... n

. . . ... .

1 2 3 ... x + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x 1 1 1

1 1 − x 1 1

1 1 1 + y 1

1 1 1 1 − y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

13. T́ınh các d̄i.nh thú.c sau d̄ây bà̆ng cách su.’ du. ng các quan hê. hò̂i qui:

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1b1 a1b2 a1b3 ... a1bn

a1b2 a2b2 a2b3 ... a2bn

a1b3 a2b3 a3b3 ... a3bn

. . . ... .

a1bn a2bn a3bn ... anbn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2 ... an

−y1 x1 0 ... 0

0 −y2 x2 ... 0

. . . ... .

0 0 0 ... xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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14. T́ınh các d̄i.nh thú.c sau d̄ây bà̆ng cách biê’u diẽ̂n chúng thành tô’ng cu’a các

d̄i.nh thú.c nào d̄ó:

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x + a1 a2 a3 ... an

a1 x + a2 a3 ... an

a1 a2 x + a3 ... an

. . . ... .

a1 a2 a3 ... x + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 a2 a3 ... an

a1 x2 a3 ... an

a1 a2 x3 ... an

. . . ... .

a1 a2 a3 ... xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

T́ınh các d̄i.nh thú.c sau d̄ây:

15.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x1 x2
1 ... xn−1

1

a2 x2 x2
2 ... xn−1

2

. . . ... .

an xn x2
n ... xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

16. (a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x2
1 x3

1 ... xn
1

1 x2
2 x3

2 ... xn
2

. . . ... .

1 x2
n x3

n ... xn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 ... xs−1

1 xs+1
1 ... xn

1

1 x2 x2
2 ... xs−1

2 xs+1
2 ... xn

2

. . . ... . . ... .

1 xn x2
n ... xs−1

n xs+1
n ... xn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

17.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1(x1 − 1) x2
1(x1 − 1) ... xn−1

1 (x1 − 1)

1 x2(x2 − 1) x2
2(x2 − 1) ... xn−1

2 (x2 − 1)

. . . ... .

1 xn(xn − 1) x2
n(xn − 1) ... xn−1

n (xn − 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

18.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x1 1 + x2
1 ... 1 + xn

1

1 + x2 1 + x2
2 ... 1 + xn

2

. . ... .

1 + xn 1 + x2
n ... 1 + xn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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19.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 cos ϕ1 cos 2ϕ1 ... cos(n − 1)ϕ1

1 cos ϕ2 cos 2ϕ2 ... cos(n − 1)ϕ2

. . . ... .

1 cos ϕn cos 2ϕn ... cos(n − 1)ϕn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

20.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1y1 1 + x1y2 ... 1 + x1yn

1 + x2y1 x2y2 ... 1 + x2yn

. . ... .

1 + xny1 1 + xny2 ... xnyn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

21. Dãy Fibonacci là dãy số bắt d̄à̂u vó.i các số ha.ng 1, 2 và mỗi số ha.ng, kê’ tù.

số ha.ng thú. ba, d̄è̂u bà̆ng tô’ng cu’a hai số ha.ng d̄ú.ng ngay tru.́o.c nó. Chú.ng

minh rà̆ng số ha.ng thú. n cu’a dãy Fibonacci bà̆ng d̄i.nh thú.c cấp n sau d̄ây:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 0 ... 0 0

−1 1 1 0 ... 0 0

0 −1 1 1 ... 0 0

. . . . ... . .

0 0 0 0 ... −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

22.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(a1 + b1)
−1 (a1 + b2)

−1 ... (a1 + bn)−1

(a2 + b1)
−1 (a2 + b2)

−1 ... (a2 + bn)−1

. . ... .

(an + b1)
−1 (an + b2)

−1 ... (an + bn)−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

23. T́ınh d̄i.nh thú.c sau d̄ây bà̆ng cách viết nó thành t́ıch cu’a hai d̄i.nh thú.c:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s0 s1 s2 ... sn−1 1

s1 s2 s3 ... sn x

s2 s3 s4 ... sn+1 x2

. . . ... . .

sn sn+1 sn+2 ... s2n−1 xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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trong d̄ó sk = xk
1 + xk

2 + · · · + xk
n.

24. Chú.ng minh rà̆ng∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 ... an

an a1 a2 ... an−1

an−1 an a1 ... an−2

. . . ... .

a2 a3 a4 ... a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= f(ε1)f(ε2) · · · f(εn),

trong d̄ó f(X) = a1 + a2X + · · · + anX
n−1 và ε1, ε2, ..., εn là các căn bâ.c n

khác nhau cu’a 1.

25. Dùng khai triê’n Laplace chú.ng minh rằng nếu mô.t d̄i.nh thú.c cấp n có các

phà̂n tu.’ nà̆m trên giao cu’a k hàng và ` cô. t xác d̄i.nh nào d̄ó d̄è̂u bà̆ng 0, trong

d̄ó k + ` > n, th̀ı d̄i.nh thú.c d̄ó bà̆ng 0.

26. Gia’ i hê. phu.o.ng tr̀ınh sau d̄ây bà̆ng phu.o.ng pháp Cramer và phu.o.ng pháp

khu.’ :

3x1 + 4x2 + x3 + 2x4 + 3 = 0,

3x1 + 5x2 + 3x3 + 5x4 + 6 = 0,

6x1 + 8x2 + x3 + 5x4 + 8 = 0,

3x1 + 5x2 + 3x3 + 7x4 + 8 = 0.

27. Chú.ng minh rà̆ng mô.t d̄a thú.c bâ.c n trong K[X] d̄u.o.. c hoàn toàn xác d̄i.nh

bo.’ i giá tri. cu’a nó ta. i (n + 1) d̄iê’m khác nhau cu’a tru.̀o.ng K. T̀ım v́ı du. vè̂

hai d̄a thú.c khác nhau cùng bâ.c n nhâ.n các giá tri. bà̆ng nhau ta. i mo. i d̄iê’m

cu’a K, nếu số phà̂n tu.’ cu’a K không vu.o.. t quá n.

Gia’ i các hê. phu.o.ng tr̀ınh sau d̄ây bà̆ng phu.o.ng pháp th́ıch ho.. p:
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28. ax + by + cz + dt = p,

−bx + ay + dz − ct = q,

−cx − dy + az + bt = r,

−dx + cy − bz + at = s.

29. xn + a1xn−1 + a2
1an−2 + · · · + an−1

1 x1 + an
1 = 0,

xn + a2xn−1 + a2
2an−2 + · · · + an−1

2 x1 + an
2 = 0,

................................................................ . .

xn + anxn−1 + a2
nan−2 + · · · + an−1

n x1 + an
n = 0.

30. D- ă. t sn(k) = 1n + 2n + · · · + (k − 1)n. Hãy thiết lâ.p phu.o.ng tr̀ınh

kn = 1 + Cn−1
n sn−1(k) + · · · + C1

ns1(k) + s0(k)

và chú.ng minh rà̆ng

sn−1(k) =
1

n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

kn Cn−2
n Cn−3

n ... C1
n 1

kn−1 Cn−2
n−1 Cn−3

n−1 ... C1
n−1 1

kn−2 0 Cn−3
n−2 ... C1

n−2 1

. . . ... . .

k2 0 0 ... C1
2 1

k 0 0 ... 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

31. Xét khai triê’n x
ex−1

= 1+ b1x+ b2x
2 + b3x

3 + · · ·. Ta d̄ă. t b2n = (−1)n−1Bn

(2n)!
, trong

d̄ó Bn d̄u.o.. c go. i là số Bernoulli thú. n. Chú.ng minh rà̆ng

Bn = (−1)n−1(2n)!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2!

1 0 0 ... 0

1
3!

1
2!

1 0 ... 0

1
4!

1
3!

1
2!

1 ... 0

. . . . ... .

1
(2n+1)!

1
(2n)!

1
(2n−1)!

1
(2n−2)!

... 1
2!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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và chı’ ra rà̆ng

b2n−1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2!

1 0 0 ... 0

1
3!

1
2!

1 0 ... 0

1
4!

1
3!

1
2!

1 ... 0

. . . . ... .

1
(2n)!

1
(2n−1)!

1
(2n−2)!

1
(2n−3)!

... 1
2!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

vó.i mo. i n > 1.

32. Diẽ̂n d̄a.t hê. số an trong khai triê’n

e−x = 1 − a1x + a2x
2 − a3x

3 + · · · ,

nhu. mô.t d̄i.nh thú.c cấp n, tù. d̄ó t́ınh d̄i.nh thú.c thu d̄u.o.. c.

33. Không dùng ma trâ.n, hãy chú.ng minh tru.. c tiếp rà̆ng det(f∗) = det(f), trong

d̄ó f∗ là d̄ò̂ng cấu d̄ối ngẫu cu’a f , vó.i mo.t tu.. d̄ò̂ng cấu f : V → V .

34. T́ınh ha.ng cu’a các ma trâ.n sau d̄ây bà̆ng phu.o.ng pháp biến d̄ô’i so. cấp và

phu.o.ng pháp dùng d̄i.nh thú.c con:

(a)


2 −1 3 −2 4

4 −2 5 1 7

2 −1 1 8 2

 , (b)



3 −1 3 2 5

5 −3 2 3 4

1 −3 −5 0 −7

7 −5 1 4 1


.

35. T̀ım giá tri. cu’a λ sao cho ma trâ.n sau d̄ây có ha.ng thấp nhất

3 1 1 4

λ 4 10 1

1 7 17 3

2 2 4 3


.
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36. T̀ım ha.ng cu’a ma trâ.n sau d̄ây nhu. mô.t hàm phu. thuô.c λ:
1 λ −1 2

2 −1 λ 5

1 10 −6 1

 .

37. Chú.ng minh rà̆ng nếu ha.ng cu’a mô.t ma trâ.n bằng r th̀ı mỗi d̄i.nh thú.c con

nà̆m trên giao cu’a bất kỳ r hàng d̄ô.c lâ.p tuyến t́ınh và r cô. t d̄ô. c lâ.p tuyến

t́ınh cu’a ma trâ.n d̄ó d̄è̂u khác 0.

38. Cho A là mô. t ma trâ.n vuông cấp n > 1 và Ã là ma trâ.n phu. ho.. p (gò̂m nhũ.ng

phà̂n bù d̄a. i số cu’a các phà̂n tu.’ ) cu’a A. Hãy xác d̄i.nh rankÃ nhu. mô.t hàm

cu’a rankA.

39. Chú.ng minh rà̆ng nếu các vécto.

αi = (ai1, ai2, ..., ain) ∈ Rn (i = 1, 2, ..., s; s ≤ n),

thoa’ mãn d̄iè̂u kiê.n |ajj| >
∑

i6=j |aij|, th̀ı chúng d̄ô.c lâ.p tuyến t́ınh.

40. Chú.ng minh rà̆ng nếu A và B là các ma trâ.n cùng số hàng và số cô. t th̀ı

rank(A + B) ≤ rank(A) + rank(B).

41. Chú.ng minh rà̆ng mỗi ma trâ.n có ha.ng r có thê’ viết thành tô’ng cu’a r ma

trâ.n có ha.ng 1, nhu.ng không thê’ viết thành tô’ng cu’a mô.t số ı́t ho.n r ma trâ.n

có ha.ng 1.

42. Chú.ng minh bất d̄ă’ ng thú.c Sylvester cho các ma trâ.n vuông cấp n bất kỳ A

và B:

rank(A) + rank(B) − n ≤ rank(AB) ≤ min{rank(A), rank(B)}.

43. Chú.ng minh rà̆ng nếu A là mô. t ma trâ.n vuông cấp n sao cho A2 = E, th̀ı

rank(A + E) + rank(A − E) = n.
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44. T̀ım ma trâ.n nghi.ch d̄a’o cu’a các ma trâ.n sau d̄ây bà̆ng phu.o.ng pháp d̄i.nh

thú.c và phu.o.ng pháp biến d̄ô’i so. cấp:

(a)


0 1 3

2 3 5

3 5 7

 , (b)



1 2 −1 −2

3 8 0 −4

2 2 −4 −3

3 8 −1 −6


.

Nghiên cú.u t́ınh tu.o.ng th́ıch cu’a các hê. phu.o.ng tr̀ınh sau, t̀ım mô.t nghiê.m

riêng và nghiê.m tô’ng quát cu’a chúng:

45. 3x − 2y + 5z + 4t = 2,

6x − 4y + 4z + 3t = 3,

9x − 6y + 3z + 2t = 4.

46. 8x + 6y + 5z + 2t = 21,

3x + 3y + 2z + t = 10,

4x + 2y + 3z + t = 8,

3x + 5y + z + t = 15,

7x + 4y + 5z + 2t = 18.
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Chu.o.ng IV

CÁ̂U TRÚC CU’ A TU
.

. D- Ò̂NG CÁ̂U

Mu.c d̄ı́ch cu’a chu.o.ng này là t̀ım cho mỗi tu.. d̄ò̂ng cấu (trong tru.̀o.ng ho.. p có thê’

d̄u.o.. c) mô.t co. so.’ cu’a không gian, sao cho trong co. so.’ d̄ó tu.. d̄ò̂ng cấu có ma trâ.n

d̄o.n gia’n, cu. thê’ là càng gà̂n ma trâ.n chéo càng tốt.

1 Vécto. riêng và giá tri. riêng

Gia’ su.’ V là mô. t không gian vécto. trên tru.̀o.ng K, và f : V → V là mô. t tu.. d̄ò̂ng

cấu cu’a V . Viê.c nghiên cú.u f trên toàn không gian V d̄ôi khi gă.p khó khăn, v̀ı V

quá ló.n. Ngu.̀o.i ta muốn tránh d̄iè̂u d̄ó bà̆ng cách ha.n chế f lên mô.t số không gian

con nào d̄ó U cu’a V . Nhu.ng d̄ê’ cho ha.n chế d̄ó vẫn còn là mô. t tu.. d̄ò̂ng cấu cu’a U

th̀ı không gian con này pha’i có t́ınh chất d̄ă. c biê.t nói trong d̄i.nh ngh̃ıa sau d̄ây.

D- i.nh ngh̃ıa 1.1 Không gian vécto. con U cu’a V d̄u.o.. c go. i là mô. t không gian con

ô’n d̄i.nh d̄ối vó.i f (hay mô.t không gian con f -ô’n d̄i.nh) nếu f(U) ⊂ U .

D- ôi khi ngu.̀o.i ta cũng nói cho go.n rà̆ng U là mô. t không gian con ô’n d̄i.nh, nếu

f d̄ã rõ.

Mô.t số tài liê.u dùng thuâ. t ngũ. không gian con bất biến trong tru.̀o.ng ho.. p này.

Chúng tôi cho rà̆ng thuâ. t ngũ. không gian con ô’n d̄i.nh ch́ınh xác ho.n. Còn thuâ. t

ngũ. không gian con bất biến d̄ối vó.i f dùng d̄ê’ chı’ không gian con sau d̄ây:

V f := {v ∈ V |f(v) = v}.

D- ối vó.i tu.. d̄ò̂ng cấu f : V → V bất kỳ, các không gian con sau d̄ây d̄è̂u là f -ô’n

d̄i.nh: {0}, V,Kerf, Imf .
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Nếu may mắn có các không gian con f -ô’n d̄i.nh U1 và U2 sao cho V = U1 ⊕ U2,

th̀ı f1 = f |U1 và f2 = f |U2 d̄è̂u là các tu.. d̄ò̂ng cấu. Mỗi vécto. v ∈ V có thê’ viết duy

nhất du.́o.i da.ng v = u1 + u2, trong d̄ó u1 ∈ U1, u2 ∈ U2, và

f(v) = f(u1) + f(u2).

Khi d̄ó viê.c nghiên cú.u tu.. d̄ò̂ng cấu f trên V có thê’ qui vè̂ viê.c nghiên cú.u các

tu.. d̄ò̂ng cấu fi cu’a Ui (i = 1, 2). Nói rõ ho.n, nếu f1 có ma trâ.n A trong co. so.’

(e1, ..., em) cu’a U1, và f2 có ma trâ.n B trong co. so.’ (em+1, ..., en) cu’a U2, th̀ı f có

ma trâ.n  A 0

0 B


trong co. so.’ (e1, ..., em, em+1, ..., en) cu’a V . Nhu. thế,

det f = det f1 · det f2.

Nói riêng, f là mô. t d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh nếu và chı’ nếu f1 và f2 cùng là các d̄ă’ ng

cấu tuyến t́ınh.

Tuy vâ.y, mô.t không gian con ô’n d̄i.nh nói chung không có phà̂n bù tuyến t́ınh

cũng là mô. t không gian con ô’n d̄i.nh. Sau d̄ây là mô. t v́ı du. .

Gia’ su.’ V là mô. t không gian vécto. 2 chiè̂u trên K vó.i mô. t co. so.’ gò̂m hai vécto.

α và β. Tu.. d̄ò̂ng cấu f : V → V d̄u.o.. c xác d̄i.nh bo.’ i f(α) = 0, f(β) = α. Khi d̄ó

U = L(α) là không gian con f -ô’n d̄i.nh mô.t chiè̂u duy nhất cu’a V . D- ô.c gia’ hãy tu..

chú.ng minh d̄iè̂u này xem nhu. mô.t bài tâ.p.

Mô.t câu ho’i d̄u.o.. c d̄ă. t ra là làm thế nào d̄ê’ t̀ım các không gian con ô’n d̄i.nh d̄ối

vó.i mô. t tu.. d̄ò̂ng cấu d̄ã cho? D- áng tiếc là không có mô.t phu.o.ng pháp chung nào

d̄ê’ làm d̄iè̂u d̄ó trong tru.̀o.ng ho.. p tô’ng quát.

Sau d̄ây ta sẽ xét mô.t tru.̀o.ng ho.. p riêng d̄ă.c biê.t thú vi., có nhiè̂u ú.ng du.ng

trong Vâ.t lý và Co. ho.c. D- ó là tru.̀o.ng ho.. p các không gian con ô’n d̄i.nh mô.t chiè̂u.

Gia’ su.’ L là mô. t không gian con f -ô’n d̄i.nh mô.t chiè̂u. Gia’ su.’ α ∈ L là mô. t

vécto. khác 0. Khi d̄ó (α) là mô. t co. so.’ cu’a L. Vı̀ f(L) ⊂ L, cho nên có mô.t vô
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hu.́o.ng λ ∈ K sao cho

f(α) = λα.

Ngu.o.. c la. i, nếu có mô.t vécto. α 6= 0 và mô.t vô hu.́o.ng λ ∈ K sao cho f(α) = λα,

th̀ı L = L(α) là mô. t không gian con f -ô’n d̄i.nh mô.t chiè̂u. Ta d̄i tó.i d̄i.nh ngh̃ıa sau

d̄ây.

D- i.nh ngh̃ıa 1.2 Gia’ su.’ f là mô. t tu.. d̄ò̂ng cấu cu’a K-không gian vécto. V . Nếu có

vécto. α 6= 0 và vô hu.́o.ng λ ∈ K sao cho f(α) = λα, th̀ı λ d̄u.o.. c go. i là mô. t giá tri.

riêng cu’a f còn α d̄u.o.. c go. i là mô. t vécto. riêng cu’a f ú.ng vó.i giá tri. riêng λ.

Nhu. vâ.y viê.c t̀ım các không gian con ô’n d̄i.nh mô.t chiè̂u tuo.ng d̄u.o.ng vó.i viê.c

t̀ım các vécto. riêng.

Nhâ.n xét rà̆ng các vécto. riêng cu’a f ú.ng vó.i giá tri. riêng λ cùng vó.i vécto. 0

lâ.p nên không gian vécto. con Ker(f − λidV ).

D- i.nh ngh̃ıa 1.3 Gia’ su.’ λ là mô. t giá tri. riêng cu’a tu.. d̄ò̂ng cấu f : V → V . Không

gian vécto. Ker(f − λidV ) gò̂m vécto. 0 và tất ca’ các vécto. riêng cu’a f ú.ng vó.i giá

tri. riêng λ d̄u.o.. c go. i là không gian con riêng cu’a f ú.ng vó.i giá tri. riêng λ .

Vấn d̄è̂ d̄ă. t ra là làm thế nào d̄ê’ t̀ım các vécto. riêng và các giá tri. riêng cu’a

mô.t tu.. d̄ò̂ng cấu?

Nhâ.n xét rà̆ng λ là mô. t giá tri. riêng cu’a f nếu và chı’ nếu Ker(f −λidV ) 6= {0}.

D- iè̂u này tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i det(f − λidV ) = 0. Nói cách khác, λ là mô. t nghiê.m cu’a

d̄a thú.c det(f − XidV ) vó.i â’n X.

Vı̀ sao ta có thê’ khă’ ng d̄i.nh det(f − XidV ) là mô. t d̄a thú.c cu’a X? Gia’ su.’ số

chiè̂u cu’a V bà̆ng n, và f có ma trâ.n là A trong mô.t co. so.’ nào d̄ó (e1, ..., en) cu’a

V . Khi d̄ó d̄ò̂ng cấu (f −XidV ) có ma trâ.n là (A−XEn) trong co. so.’ nói trên. Vı̀

thế

det(f − XidV ) = det(A − XEn).
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Nếu A = (aij)n×n, th̀ı

det(A − XEn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − X a12 ... a1n

a21 a22 − X ... a2n

. . ... .

an1 an2 ... ann − X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
rõ ràng là mô. t d̄a thú.c bâ.c n cu’a â’n X.

D- i.nh ngh̃ıa 1.4 D- a thú.c bâ.c n cu’a mô.t â’n X vó.i hê. số trong K

Pf (X) = det(f − XidV )

d̄u.o.. c go. i là d̄a thú.c d̄ă. c tru.ng cu’a tu.. d̄ò̂ng cấu f .

D- a thú.c bâ.c n cu’a mô.t â’n X vó.i hê. số trong K

PA(X) = det(A − XEn)

d̄u.o.. c go. i là d̄a thú.c d̄ă. c tru.ng cu’a ma trâ.n A. Nghiê.m cu’a d̄a thú.c này d̄u.o.. c go. i

là giá tri. riêng cu’a A.

Nhũ.ng lâ.p luâ.n o.’ trên d̄ã chú.ng minh mê.nh d̄è̂ sau d̄ây:

Mê.nh d̄è̂ 1.5 Vô hu.́o.ng λ ∈ K là mô. t giá tri. riêng cu’a tu.. d̄ò̂ng cấu f : V → V nếu

và chı’ nếu λ là mô. t nghiê.m cu’a d̄a thú.c d̄ă. c tru.ng det(f −XidV ) = det(A−XEn)

cu’a f . 2

Trong thu.. c hành, d̄ê’ t̀ım giá tri. riêng và vécto. riêng cu’a mô.t tu.. d̄ò̂ng cấu f

ngu.̀o.i ta làm nhu. sau:

Bu.́o.c 1: T̀ım ma trâ.n A cu’a f trong mô.t co. so.’ tuỳ ý (e1, ..., en) cu’a V .

Bu.́o.c 2: T́ınh d̄a thú.c d̄ă. c tru.ng det(A − XEn).

Bu.́o.c 3: Gia’ i phu.o.ng tr̀ınh d̄a thú.c bâ.c n d̄ối vó.i â’n X:

det(A − XEn) = 0.
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Bu.́o.c 4: Gia’ su.’ λ là mô. t nghiê.m cu’a phu.o.ng tr̀ınh d̄ó. Gia’ i hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến

t́ınh thuà̂n nhất suy biến

(a11 − λ)x1 + a12x2 + ... a1nxn = 0

a21x1 + (a22 − λ)x2 + ... a2nxn = 0

. . . . ... . . .

an1x1 + an2x2 + ... (ann − λ)xn = 0.

Gia’ su.’ x0 = (x0
1, ..., x

0
n)t là mô. t nghiê.m không tà̂m thu.̀o.ng cu’a hê. này. Khi d̄ó,

α = x0
1e1 + · · · + x0

nen là mô. t vécto. riêng cu’a f ú.ng vó.i giá tri. riêng λ.

Vı́ du. : Tu.. d̄ò̂ng cấu f cu’a không gian vécto. thu.. c 3 chiè̂u V có ma trâ.n là

A =


4 −5 2

5 −7 3

6 −9 4


trong co. so.’ (e1, e2, e3). Hãy t̀ım các giá tri. riêng và các vécto. riêng cu’a f .

Lò.i gia’ i: D- a thú.c d̄ă. c tru.ng cu’a f là∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4 − X −5 2

5 −7 − X 3

6 −9 4 − X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −X2(X − 1).

Vâ.y f có các giá tri. riêng là λ1 = λ2 = 0, λ3 = 1.

Vó.i λ1 = λ2 = 0, hê. phu.o.ng tr̀ınh
4x − 5y + 2z = 0

5x − 7y + 3z = 0

6x − 9y + 4z = 0

có nghiê.m không tà̂m thu.̀o.ng x = a, y = 2a, z = 3a trong d̄ó a 6= 0. Vâ.y a(e1 +

2e2 + 3e3) vó.i a 6= 0 là vécto. riêng cu’a f ú.ng vó.i giá tri. riêng bà̆ng 0.
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Vó.i λ3 = 1, hê. phu.o.ng tr̀ınh
3x − 5y + 2z = 0

5x − 8y + 3z = 0

6x − 9y + 3z = 0

có nghiê.m không tà̂m thu.̀o.ng x = a, y = a, z = a trong d̄ó a 6= 0. Vâ.y a(e1+e2+e3)

vó.i a 6= 0 là vécto. riêng cu’a f ú.ng vó.i giá tri. riêng bà̆ng 1.

Trong thuâ. t toán 4 bu.́o.c d̄ê’ t̀ım vécto. riêng và giá tri. riêng nói trên, bu.́o.c 3 là

khó ho.n ca’ . Nói chung, ta không biết phu.o.ng tr̀ınh det(A − XEn) = 0 có nghiê.m

hay không, và nếu có th̀ı t̀ım bà̆ng cách nào.

Mê.nh d̄è̂ 1.6 Gia’ su.’ U là mô. t không gian vécto. con ô’n d̄i.nh d̄ối vó.i tu.. d̄ò̂ng cấu

f : V → V . Go. i f̄ : V/U → V/U , f̄ [α] = [f(α)] là d̄ò̂ng cấu ca’m sinh bo.’ i f . Khi

d̄ó, d̄a thú.c d̄ă. c tru.ng cu’a f bà̆ng t́ıch các d̄a thú.c d̄ă. c tru.ng cu’a f |U và cu’a f̄ .

Chú.ng minh: Cho.n mô.t co. so.’ bất kỳ (e1, ..., em) cu’a U rò̂i bô’ sung nó d̄ê’ nhâ.n

d̄u.o.. c mô.t co. so.’ (e1, ..., em, ..., en) cu’a V . Vı̀ U là mô. t không gian con ô’n d̄i.nh d̄ối

vó.i f cho nên ma trâ.n cu’a f trong co. so.’ nói trên có da.ng

A =

 B C

0 D

 ,

trong d̄ó B là ma trâ.n cu’a f |U trong co. so.’ (e1, ..., em). Vı̀ [e1] = · · · = [em] = 0

trong V/U cho nên D ch́ınh là ma trâ.n cu’a f̄ trong co. so.’ ([em+1], ..., [en]). Rõ ràng

det(A − XEn) = det(B − XEm) det(D − XEn−m).

Nói cách khác, ta có

Pf (X) = Pf |U (X)Pf̄ (X).

2
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2 Không gian con ô’n d̄i.nh cu’a các tu.. d̄ò̂ng cấu

thu.. c và phú.c

Trong tiết này, ta sẽ xét hai tru.̀o.ng ho.. p d̄ă.c biê.t, trong d̄ó K là tru.̀o.ng số thu.. c hay

tru.̀o.ng số phú.c, d̄ê’ có thêm nhũ.ng thông tin bô’ sung vè̂ nghiê.m cu’a các d̄a thú.c

vó.i hê. số trong nhũ.ng tru.̀o.ng ấy.

Vı̀ mo. i d̄a thú.c hê. số phú.c d̄è̂u có nghiê.m phú.c, nên ta có d̄i.nh lý sau d̄ây.

D- i.nh lý 2.1 Mỗi tu.. d̄ò̂ng cấu cu’a mô. t không gian vécto. phú.c d̄è̂u có ı́t nhất mô. t

giá tri. riêng, và do d̄ó có ı́t nhất mô. t không gian con ô’n d̄i.nh mô. t chiè̂u.

Chú.ng minh: Gia’ su.’ tu.. d̄ò̂ng cấu f : V → V cu’a không gian vécto. phú.c V có

ma trâ.n là A trong mô.t co. so.’ nào d̄ó (e1, ..., en) cu’a V . Vı̀ C là mô. t tru.̀o.ng d̄óng

d̄a. i số nên phu.o.ng tr̀ınh d̄a thú.c vó.i hê. số phú.c Pf (X) = det(A − XEn) = 0 có

ı́t nhất mô.t nghiê.m phú.c, ký hiê.u là λ. Xét hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh thuà̂n

nhất (A − λEn)x = 0, trong d̄ó x là mô. t â’n vécto. cô. t gò̂m n thành phà̂n phú.c. Vı̀

det(A− λEn) = 0 nên hê. nói trên có nghiê.m không tà̂m thu.̀o.ng x0 = (x0
1, ..., x

0
n)t ∈

Cn. Khi d̄ó α =
∑n

i=1 x0
i ei là mô. t vécto. riêng ú.ng vó.i giá tri. riêng λ. 2

Các d̄a thú.c hê. số thu.. c có thê’ không có nghiê.m thu.. c, nhu.ng luôn luôn có nghiê.m

phú.c. D- iè̂u d̄ó là co. so.’ cu’a d̄i.nh lý sau d̄ây.

D- i.nh lý 2.2 Mỗi tu.. d̄ò̂ng cấu cu’a mô. t không gian vécto. thu.. c d̄è̂u có ı́t nhất mô. t

không gian con ô’n d̄i.nh mô. t hoă. c hai chiè̂u.

Chú.ng minh: Gia’ su.’ V là mô. t không gian vécto. thu.. c, và tu.. d̄ò̂ng cấu f : V → V

có ma trâ.n là A = (akj) trong mô.t co. so.’ nào d̄ó (e1, ..., en) cu’a V . Khi d̄ó d̄a thú.c

d̄ă. c tru.ng Pf (X) = det(A − XEn) là mô. t d̄a thú.c vó.i hê. số thu.. c.

Nếu phu.o.ng tr̀ınh det(A − XEn) = 0 có mô.t nghiê.m thu.. c th̀ı f có vécto. riêng,

do d̄ó nó có không gian con ô’n d̄i.nh mô.t chiè̂u.
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Trái la. i, gia’ su.’ phu.o.ng tr̀ınh det(A−XEn) = 0 không có nghiê.m thu.. c. Go. i λ =

a + ib là mô. t nghiê.m phú.c không thu.. c cu’a nó, o.’ d̄ây i là d̄o.n vi. a’o, a, b ∈ R, b 6= 0.

Ta xét hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh thuà̂n nhất suy biến hê. số phú.c

(A − λEn)z = 0,

trong d̄ó z là mô. t â’n vécto. cô. t gò̂m n thành phà̂n. Go. i z0 = (z0
1 , ..., z

0
n)t ∈ Cn là

mô. t nghiê.m không tà̂m thu.̀o.ng cu’a hê. d̄ó. Gia’ su.’ z0
j = x0

j + iy0
j , (j = 1, 2, ..., n).

Ta có

∑n
j=1 akjz

0
j = λz0

k

⇐⇒ ∑n
j=1 akj(x

0
j + iy0

j ) = λ(x0
k + iy0

k) (k = 1, ..., n)

⇐⇒


∑

j akjx
0
j = ax0

k − by0
k∑

j akjy
0
j = bx0

k + ay0
k .

D- ă. t α =
∑n

j=1 x0
jej, β =

∑n
j=1 y0

j ej ∈ V . Các hê. thú.c trên tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i f(α) = aα − bβ

f(β) = bα + aβ .

Ngh̃ıa là L = L(α, β) là mô. t không gian con ô’n d̄i.nh cu’a f . Ta khă’ ng d̄i.nh rà̆ng

dimL(α, β) = 2. Gia’ su.’ trái la. i dimL(α, β) 6= 2. Vı̀ z0 6= 0, cho nên hoă.c α 6= 0

hoă.c β 6= 0. Do d̄ó dimL(α, β) = 1. Nhu. thế L là mô. t không gian con f -ô’n d̄i.nh

mô.t chiè̂u, nói cách khác f có mô.t giá tri. riêng thu.. c. D- iè̂u này mâu thuẫn vó.i gia’

thiết phu.o.ng tr̀ınh d̄ă.c tru.ng det(A − XEn) = 0 không có nghiê.m thu.. c. 2

Mê.nh d̄è̂ 2.3 Mỗi tu.. d̄ò̂ng cấu cu’a mô. t không gian vécto. thu.. c số chiè̂u le’ d̄è̂u có

ı́t nhất mô. t không gian con ô’n d̄i.nh mô. t chiè̂u.

Chú.ng minh: Nếu không gian vécto. V có số chiè̂u n le’ , th̀ı d̄a thú.c d̄ă. c tru.ng

Pf (X) cu’a mỗi tu.. d̄ò̂ng cấu f cũng có bâ.c le’ , cu. thê’ là bà̆ng n. Do d̄ó d̄a thú.c này

có ı́t nhất mô. t nghiê.m thu.. c. Thâ. t vâ.y, gia’ su.’ trái la. i Pf (X) không có mô.t nghiê.m
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thu.. c nào. Nhâ.n xét rà̆ng nếu z = a+ ib là mô. t nghiê.m cu’a Pf (X) th̀ı liên ho.. p phú.c

cu’a nó z̄ = a − ib cũng vâ.y. Hai nghiê.m này phân biê.t, v̀ı z không là mô.t số thu.. c.

Nhu. vâ.y, n nghiê.m phú.c cu’a Pf (X) d̄u.o.. c ghép thành tù.ng că.p liên ho.. p vó.i nhau.

Vı̀ thế n là mô. t số chẵn. D- iè̂u này mâu thuẫn vó.i gia’ thiết.

Ta d̄ã chú.ng minh d̄a thú.c d̄ă. c tru.ng Pf (X) có ı́t nhất mô.t nghiê.m thu.. c. Vâ.y

f có ı́t nhất mô.t giá tri. riêng thu.. c. Do d̄ó, nó có ı́t nhất mô. t không gian con ô’n

d̄i.nh mô.t chiè̂u. 2

Vı́ du. : Phép quay mă.t phă’ ng R2 xung quanh gốc to.a d̄ô. mô. t góc ϕ có ma trâ.n

trong co. so.’ ch́ınh tắc là

A =

 cos ϕ − sin ϕ

sin ϕ cos ϕ

 .

D- a thú.c d̄ă. c tru.ng cu’a phép quay này là∣∣∣∣∣∣∣
cos ϕ − X − sin ϕ

sin ϕ cos ϕ − X

∣∣∣∣∣∣∣ = (cos ϕ − X)2 + sin2 ϕ = X2 − 2 cos ϕX + 1.

Biê.t thú.c ∆′ = cos2 ϕ−1 = − sin2 ϕ < 0 nếu ϕ 6= kπ. Vı̀ thế, phép quay mă.t phă’ ng

R2 xung quanh gốc to.a d̄ô. mô. t góc ϕ không có vécto. riêng nếu ϕ 6= kπ.

Tuy nhiên, nếu ta xét tu.. d̄ò̂ng cấu f cu’a C2 cũng có ma trâ.n là A trong co. so.’

ch́ınh tắc, th̀ı d̄a thú.c d̄ă. c tru.ng cu’a f cũng là d̄a thú.c nói trên. Vâ.y f có hai giá

tri. riêng phú.c là λ1,2 = cos ϕ± i sin ϕ. Dẽ̂ thấy rà̆ng

 1

±i

 là các vécto. riêng cu’a

f ú.ng vó.i các giá tri. riêng nói trên.

3 Tu.. d̄ò̂ng cấu chéo hoá d̄u.o.. c

Chúng ta vẫn gia’ su.’ V là mô. t không gian vécto. trên tru.̀o.ng K.

D- i.nh ngh̃ıa 3.1 Tu.. d̄ò̂ng cấu f cu’a không gian vécto. V d̄u.o.. c go. i là chéo hoá d̄u.o.. c

nếu có mô. t co. so.’ cu’a V gò̂m toàn nhũ.ng vécto. riêng cu’a f . Nói cách khác, f chéo

hoá d̄u.o.. c nếu ma trâ.n cu’a nó trong mô.t co. so.’ nào d̄ó cu’a V là mô. t ma trâ.n chéo.
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Go.i A ∈ M(n× n,K) là ma trâ.n cu’a f trong mô.t co. so.’ bất kỳ cu’a V . Tù. d̄i.nh

ngh̃ıa ta suy ngay ra rà̆ng f là chéo hoá d̄u.o.. c nếu và chı’ nếu có mô.t ma trâ.n kha’

nghi.ch C ∈ M(n× n,K) sao cho C−1AC là mô. t ma trâ.n chéo. Nói cách khác, f là

chéo hoá d̄u.o.. c nếu và chı’ nếu A d̄ò̂ng da.ng (trên K) vó.i mô. t ma trâ.n chéo.

D- i.nh ngh̃ıa 3.2 Ma trâ.n A ∈ M(n × n,K) d̄ò̂ng da.ng (trên K) vó.i mô. t ma trâ.n

chéo d̄u.o.. c go. i là chéo hoá d̄u.o.. c (trên K).

Theo d̄i.nh ngh̃ıa, A chéo hoá d̄u.o.. c nếu và chı’ nếu mo. i ma trâ.n d̄ò̂ng da.ng vó.i

nó cũng chéo hoá d̄u.o.. c.

Viê.c t̀ım mô.t co. so.’ (nếu có) cu’a V gò̂m toàn nhũ.ng vécto. riêng cu’a f d̄u.o.. c go. i

là viê.c chéo hoá tu.. d̄ò̂ng cấu f .

Viê.c t̀ım mô.t ma trâ.n kha’ nghi.ch C (nếu có) sao cho C−1AC là mô. t ma trâ.n

chéo d̄u.o.. c go. i là viê.c chéo hoá ma trâ. n A.

D- i.nh lý sau d̄ây sẽ cho mô.t d̄iè̂u kiê.n d̄u’ cho su.. chéo hoá.

D- i.nh lý 3.3 Gia’ su.’ α1, ..., αk là các vécto. riêng cu’a tu.. d̄ò̂ng cấu f : V → V ú.ng

vó.i nhũ.ng giá tri. riêng d̄ôi mô. t khác nhau λ1, ..., λk. Khi d̄ó, các vécto. α1, ..., αk

d̄ô. c lâ. p tuyến t́ınh.

Chú.ng minh: D- i.nh lý d̄u.o.. c chú.ng minh bà̆ng quy na.p theo k.

Vó.i k = 1, vécto. riêng α1 6= 0, nên hê. chı’ gò̂m mô.t vécto. α1 d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh.

Gia’ su.’ quy na.p rà̆ng d̄i.nh lý d̄ã d̄u.o.. c chú.ng minh cho hê. gò̂m k− 1 vécto.. Bây giò.

ta gia’ su.’ có mô.t ràng buô.c tuyến t́ınh

a1α1 + · · · + akαk = 0,

trong d̄ó a1, ..., ak ∈ K. Tác d̄ô.ng f vào hai vế cu’a d̄ă’ ng thú.c trên, ta nhâ.n d̄u.o.. c

a1f(α1) + · · · + akf(αk) = a1λ1α1 + · · · + akλkαk = 0.

Nhân d̄ă’ ng thú.c thú. nhất vó.i λk rò̂i trù. vào d̄ă’ ng thú.c thú. hai, ta có

a1(λ1 − λk)α1 + · · · + ak−1(λk−1 − λk)αk−1 = 0.
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Theo gia’ thiết quy na.p, các vécto. α1, ..., αk−1 d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh, cho nên

a1(λ1 − λk) = · · · = ak−1(λk−1 − λk) = 0.

Tù. d̄ó, do λi − λk 6= 0 (i = 1, ..., k − 1), nên

a1 = · · · = ak−1 = 0.

Thay các giá tri. d̄ó vào d̄ă’ ng thú.c d̄à̂u tiên, ta thu d̄u.o.. c akαk = 0. Vı̀ vécto. riêng

αk 6= 0, nên ak = 0.

Tóm la. i a1 = · · · = ak−1 = ak = 0. D- iè̂u này chú.ng to’ hê. vécto. α1, ..., αk là mô. t

hê. d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh. 2

Hê. qua’ 3.4 Gia’ su.’ V1, ..., Vk là các không gian con riêng cu’a tu.. d̄ò̂ng cấu f :

V → V ú.ng vó.i nhũ.ng giá tri. riêng d̄ôi mô. t khác nhau λ1, ..., λk. Khi d̄ó, tô’ng

V1 + · · · + Vk là mô. t tô’ng tru.. c tiếp.

Chú.ng minh: Theo d̄i.nh lý trên

Vi ∩ (
∑
j 6=i

Vj) = {0},

vó.i mo. i i = 1, ..., k. Vâ.y, tô’ng V1 + · · · + Vk là mô. t tô’ng tru.. c tiếp. 2

Hê. qua’ 3.5 (i) Nếu dim V = n và tu.. d̄ò̂ng cấu f : V → V có n giá tri. riêng d̄ôi

mô. t khác nhau, th̀ı f chéo hoá d̄u.o.. c.

(ii) Nếu ma trâ. n A ∈ M(n×n,K) có n giá tri. riêng d̄ôi mô. t khác nhau trong K,

th̀ı A chéo hoá d̄u.o.. c trên K.

Chú.ng minh: Go. i α1, ..., αn là hê. gò̂m n vécto. riêng ú.ng vó.i n giá tri. riêng d̄ôi

mô. t khác nhau cu’a f . Theo d̄i.nh lý trên, d̄ó là mô. t hê. d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh. Vı̀ dimV

d̄úng bà̆ng số vécto. cu’a hê., cho nên hê. này lâ.p nên mô.t co. so.’ cu’a V . Nhu. vâ.y f

và ma trâ.n cu’a nó trong co. so.’ bất kỳ cu’a V chéo hoá d̄u.o.. c. 2
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Nhâ.n xét: Hê. qua’ nói trên chı’ nêu mô.t d̄iè̂u kiê.n d̄u’ , mà không pha’i là d̄iè̂u kiê. n

cà̂n cho su.. chéo hoá. Thâ. t vâ.y, tu.. d̄ò̂ng cấu f = idV có giá tri. riêng λ = 1 vó.i bô. i

n, nhu.ng idV d̄u.o.ng nhiên chéo hoá d̄u.o.. c.

D- i.nh lý sau d̄ây là mô. t thái cu.. c khác cu’a d̄iè̂u kiê.n d̄u’ cho su.. chéo hoá. Nó chı’

ra rà̆ng mo. i phép chiếu lên mô.t không gian con nào d̄ó d̄è̂u chéo hoá d̄u.o.. c, mă.c

dù các phép chiếu này chı’ có thê’ có các giá tri. riêng bà̆ng 0 hoă.c 1, thu.̀o.ng là vó.i

bô. i rất ló.n. D- i.nh lý này cũng d̄ò̂ng thò.i cho mô.t tiêu chuâ’n d̄ê’ nhâ.n biết các phép

chiếu.

D- i.nh lý 3.6 Gia’ su.’ tu.. d̄ò̂ng cấu f : V → V có t́ınh chất f2 = f . Khi d̄ó f chéo

hoá d̄u.o.. c.

Chú.ng minh: D- ă. t U = Imf và W = Kerf . Ta sẽ chú.ng minh rà̆ng V = U ⊕ W

và f = prU là phép chiếu tù. V lên U theo phu.o.ng W . Tru.́o.c hết, nhắc la. i rà̆ng

U và W là các không gian con f -ô’n d̄i.nh. Gia’ su.’ α ∈ U ∩ W . Vı̀ α ∈ W , nên

f(α) = 0. Mă.t khác α ∈ U = Imf , nên α = f(β) vó.i β nào d̄ó thuô.c V . Ta có

f(α) = f(f(β)) = f2(β) = f(β) = α. Kết ho.. p hai su.. kiê.n trên, ta có α = f(α) = 0.

Vâ.y U ∩ W = {0}.

Mỗi vécto. γ ∈ V d̄è̂u có thê’ phân t́ıch

γ = f(γ) + (γ − f(γ)),

trong d̄ó f(γ) ∈ U và γ − f(γ) ∈ W . Thâ.y vâ.y,

f(γ − f(γ)) = f(γ) − f2(γ) = f(γ) − f(γ) = 0.

Tóm la. i, ta d̄ã chú.ng minh rà̆ng V = U ⊕ W .

Gia’ su.’ (e1, ..., em) là mô. t co. so.’ cu’a U , (o.’ d̄ây m = 0 nếu U = {0}). Trong phà̂n

trên ta d̄ã chı’ ra rà̆ng f |U = idU . Vı̀ thế các vécto. e1, ..., em d̄è̂u là vécto. riêng cu’a

f ú.ng vó.i giá tri. riêng bà̆ng 1.
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Gia’ su.’ (em+1, ..., en) là mô. t co. so.’ cu’a W , (o.’ d̄ây n − m = 0 nếu W = {0}). Vı̀

W = Kerf , nên các vécto. em+1, ..., en d̄è̂u là vécto. riêng cu’a f ú.ng vó.i giá tri. riêng

bà̆ng 0.

Bo.’ i v̀ı V = U ⊕W , cho nên (e1, ..., em, em+1, ..., en) là mô. t co. so.’ cu’a V gò̂m toàn

nhũ.ng vécto. riêng cu’a f . D- iè̂u này có ngh̃ıa là f chéo hoá d̄u.o.. c. 2

D- i.nh lý sau d̄ây d̄u.a ra d̄iè̂u kiê.n cà̂n và d̄u’ cho su.. chéo hoá.

D- i.nh lý 3.7 Tu.. d̄ò̂ng cấu f cu’a K-không gian vécto. n chiè̂u V chéo hoá d̄u.o.. c nếu

và chı’ nếu hai d̄iè̂u kiê. n sau d̄ây d̄u.o.. c thoa’ mãn:

(i) D- a thú.c d̄ă. c tru.ng cu’a f có d̄u’ nghiê.m trong tru.̀o.ng K:

Pf (X) = (−1)n(X − λ1)
s1 · · · (X − λm)sm ,

trong d̄ó λ1, ..., λm là các vô hu.́o.ng d̄ôi mô. t khác nhau trong K.

(ii) rank(f − λiidV ) = n − si (vó.i i = 1, ...,m).

Chú.ng minh: Gia’ su.’ f chéo hoá d̄u.o.. c. Cu. thê’ ho.n, gia’ su.’ ma trâ.n cu’a f trong

mô.t co. so.’ nào d̄ó cu’a V là mô. t ma trâ.n chéo D vó.i s1 phà̂n tu.’ trên d̄u.̀o.ng chéo

bà̆ng λ1,..., sm phà̂n tu.’ trên d̄u.̀o.ng chéo bà̆ng λm, trong d̄ó λ1, ..., λm d̄ôi mô. t khác

nhau, và n = s1 + · · · + sm. Khi d̄ó

Pf (X) = PD(X) = (λ1 − X)s1 · · · (λm − X)sm

= (−1)n(X − λ1)
s1 · · · (X − λm)sm .

Nhâ.n xét rà̆ng ma trâ.n (D−λiEn) là mô. t ma trâ.n chéo, vó.i si phà̂n tu.’ trên d̄u.̀o.ng

chéo bà̆ng λi − λi = 0, các phà̂n tu.’ còn la. i bà̆ng λj − λi 6= 0 (vó.i j 6= i nào d̄ó). Vı̀

thế

rank(f − λiidV ) = rank(D − λiEn) = n − si,

vó.i i = 1, ...,m.
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Ngu.o.. c la. i, gia’ su.’ các d̄iè̂u kiê.n (i) và (ii) d̄u.o.. c thoa’ mãn. Xét không gian con

riêng cu’a f ú.ng vó.i giá tri. riêng λi : Vi = Ker(f − λiidV ) (i = 1, ...,m). Ta có

dim Vi = dim Ker(f − λiidV ) = n − rank(f − λiidV ) = si.

Theo Hê. qua’ 3.4, tô’ng V1 + · · · + Vm là mô. t tô’ng tru.. c tiếp, vó.i số chiè̂u bà̆ng

s1 + · · · + sm = n. Vâ.y tô’ng d̄ó bà̆ng toàn bô. không gian V :

V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vm.

Lấy mô.t co. so.’ bất kỳ (ei1, ..., eisi
) cu’a Vi (vó.i i = 1, ...,m). Khi d̄ó (e11, ..., e1s1 , ...,

em1, ..., emsm) là mô. t co. so.’ cu’a V gò̂m toàn nhũ.ng vécto. riêng cu’a f . Nhu. vâ.y f

chéo hoá d̄u.o.. c. 2

4 Tu.. d̄ò̂ng cấu lũy linh

Không pha’i bất kỳ tu.. d̄ò̂ng cấu nào cũng chéo hoá d̄u.o.. c. Tuy thế, vó.i nhũ.ng gia’

thiết nhe., ngu.̀o.i ta có thê’ d̄u.a ma trâ.n cu’a mô.t tu.. d̄ò̂ng cấu vè̂ mô. t da.ng rất gà̂n

vó.i da.ng chéo, d̄u.o.. c go. i là da.ng chuâ’n tắc Jordan. D- ối vó.i mỗi tu.. d̄ò̂ng cấu, da.ng

này d̄u.o.. c xác d̄i.nh duy nhất, sai kém thú. tu.. cu’a các khối khác 0 trên d̄u.̀o.ng chéo.

Cho f : V → V là mô. t tu.. d̄ò̂ng cấu cu’a V . Gia’ su.’ ta có phân t́ıch V =

V1 ⊕ · · · ⊕ Vr, trong d̄ó mỗi Vi là mô. t không gian con f -ô’n d̄i.nh. Gia’ su.’ thêm rà̆ng

tu.. d̄ò̂ng cấu f |Vi
có ma trâ.n là Ji trong co. so.’ (ei1, ..., eisi

) cu’a Vi. Khi d̄ó, ma trâ.n

cu’a f trong co. so.’ (e11, ..., e1s1 , ..., er1, ..., ersr) cu’a V có da.ng (d̄u.̀o.ng) chéo khối sau
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d̄ây, d̄u.o.. c go. i là tô’ng tru.. c tiếp cu’a các ma trâ. n J1, ..., Jr :

J1 ⊕ · · · ⊕ Jr :=



J1 | 0 | ... 0

−− . −− . ...

0 | J2 | ... 0

−− . −− . ...

. . . ... .

. −−

0 0 ... | Jr



.

Trong tiết này, chúng ta sẽ nghiên cú.u mô.t ló.p các tu.. d̄ò̂ng cấu f mà ma trâ.n

cu’a nó trong mô.t co. so.’ nào d̄ó có da.ng chéo khối nhu. trên, vó.i các khối Ji thâ. t

“d̄o.n gia’n”. D- ó là ló.p các tu.. d̄ò̂ng cấu luỹ linh.

D- i.nh ngh̃ıa 4.1 (i) Tu.. d̄ò̂ng cấu ϕ cu’a K-không gian vécto. V d̄u.o.. c go. i là lũy

linh nếu có số nguyên du.o.ng k sao cho ϕk = 0. Nếu thêm vào d̄ó ϕk−1 6= 0,

th̀ı k d̄u.o.. c go. i là bâ. c lũy linh cu’a ϕ.

(ii) Co. so.’ (e1, ..., en) cu’a V d̄u.o.. c go. i là mô. t co. so.’ xyclic d̄ối vó.i ϕ nếu ϕ(e1) =

e2, ϕ(e2) = e3, ..., ϕ(en) = 0.

(iii) Không gian vécto. con U cu’a V d̄u.o.. c go. i là mô. t không gian con xyclic d̄ối vó.i

ϕ nếu U có mô.t co. so.’ xyclic d̄ối vó.i ϕ.

Nhâ.n xét rà̆ng mỗi tu.. d̄ò̂ng cấu luỹ linh d̄è̂u có giá tri. riêng duy nhất bà̆ng 0.

Thâ. t vâ.y, gia’ su.’ ϕ có bâ.c luỹ linh bà̆ng k. Theo d̄i.nh ngh̃ıa, tò̂n ta. i vécto. α sao

cho ϕk−1(α) 6= 0 và ϕk(α) = 0. Nhu. thế β = ϕk−1(α) ch́ınh là mô. t vécto. riêng cu’a

ϕ ú.ng vó.i giá tri. riêng bà̆ng 0. Ngu.o.. c la. i, gia’ su.’ α là mô. t vécto. riêng cu’a ϕ ú.ng

vó.i giá tri. riêng λ. Ta có ϕ(α) = λα, do d̄ó ϕk(α) = λkα. Vı̀ k là bâ.c luỹ linh cu’a

ϕ nên ϕk = 0. Do d̄ó λkα = 0. Vı̀ α là mô. t vécto. riêng, nên α 6= 0. Tù. d̄ó suy ra

λ = 0.
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Ho.n nũ.a, (e1, ..., en) là mô. t co. so.’ xyclic d̄ối vó.i ϕ nếu và chı’ nếu ma trâ.n cu’a

ϕ trong co. so.’ này có da.ng 

0 0 0 ... 0 0

1 0 0 ... 0 0

0 1 0 ... 0 0

. . . ... . .

0 0 0 ... 0 0

0 0 0 ... 1 0


.

D- i.nh lý 4.2 Gia’ su.’ ϕ là mô. t tu.. d̄ò̂ng cấu lũy linh cu’a không gian vécto. hũ.u ha. n

chiè̂u V . Khi d̄ó, V phân t́ıch d̄u.o.. c thành tô’ng tru.. c tiếp cu’a các không gian con

xyclic d̄ối vó.i ϕ. Ho.n nũ.a, vó.i mỗi số nguyên du.o.ng s, số không gian con s chiè̂u

xyclic d̄ối vó.i ϕ trong mo. i phân t́ıch nhu. thế là không d̄ô’i, và bằng

rank(ϕs−1) − 2rank(ϕs) + rank(ϕs+1).

Chú.ng minh: Go.i k là bâ.c lũy linh cu’a ϕ. D- ă. t Vi = ϕk−i(V ), ta thu d̄u.o.. c dãy

không gian vécto. lò̂ng nhau:

V = Vk ⊃ Vk−1 ⊃ · · · ⊃ V1 ⊃ V0 = {0}.

Ta sẽ xây du.. ng các không gian vécto. con V j
i vó.i 1 ≤ j ≤ i ≤ k có các t́ınh chất sau

d̄ây:

(1) ϕ|V j
n

: V j
n

∼=→ V j
n−1 (n > 1, j = 1, 2, ..., n − 1),

(2) Ker(ϕ|Vn) = V 1
1 ⊕ V 2

2 ⊕ · · · ⊕ V n
n (1 ≤ n ≤ k),

(3) Vn = ⊕1≤j≤i≤nV
j
i (1 ≤ n ≤ k).

Ta d̄ă. t V 1
1 = V1 và dẽ̂ dàng kiê’m tra la. i 3 t́ınh chất trên vó.i n = 1.
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Gia’ su.’ d̄ã xây du.. ng d̄u.o.. c các không gian V j
i vó.i 1 ≤ j ≤ i < n thoa’ mãn các

t́ınh chất nói trên. Vı̀ ϕ|Vn : Vn → Vn−1 là mô. t toàn ánh, nên có thê’ cho.n các không

gian V 1
n , ..., V n−1

n sao cho

ϕ|V j
n

: V j
n

∼=→ V j
n−1, (j = 1, ..., n − 1).

Tiếp theo, ta cho.n V n
n là mô. t phà̂n bù tuyến t́ınh cu’a Ker(ϕ|Vn−1) trong Ker(ϕ|Vn).

Nhu. vâ.y, ta có

Ker(ϕ|Vn) = Ker(ϕ|Vn−1) ⊕ V n
n

= V 1
1 ⊕ V 2

2 ⊕ · · · ⊕ V n
n .

Khi d̄ó, có thê’ chú.ng minh d̄ă’ ng thú.c sau bà̆ng quy na.p theo n:

Vn = ( ⊕n−1
j=1 V j

n ) ⊕ ( ⊕1≤j<i<n V j
i ) ⊕ Ker(ϕ|Vn).

Kết ho.. p hai d̄ă’ ng thú.c o.’ trên ta thu d̄u.o.. c

Vn = ⊕1≤j≤i≤nV
j
i .

Nhu. vâ.y ho. không gian con V j
i vó.i 1 ≤ j ≤ i ≤ k d̄ã d̄u.o.. c xây du.. ng bà̆ng quy na.p

theo i.

Xét dãy các không gian vécto.

V j
k

∼=→ V j
k−1

∼=→ · · ·
∼=→ V j

j+1

∼=→ V j
j → 0,

trong d̄ó các mũi tên d̄è̂u chı’ các ha.n chế cu’a d̄ò̂ng cấu ϕ. Nhâ.n xét rà̆ng mỗi vécto.

e 6= 0 trong V j
k d̄u.o.. c d̄ă. t tu.o.ng ú.ng vó.i mô. t không gian con xyclic (k− j +1) chiè̂u

d̄ối vó.i ϕ, vó.i mô. t co. so.’ xyclic gò̂m các vécto. sau d̄ây:

(e, ϕ(e), ..., ϕk−j(e)).

Nhu. thế V j
k ⊕ V j

k−1 ⊕ · · · ⊕ V j
j là tô’ng tru.. c tiếp cu’a mô.t số hũ.u ha.n không gian con

xyclic (k − j + 1) chiè̂u d̄ối vó.i ϕ. (Số không gian trong tô’ng này bà̆ng dim V j
k .)

171



Do d̄ó

V = Vk = ⊕k
j=1(V

j
k ⊕ V j

k−1 ⊕ · · · ⊕ V j
j )

là tô’ng tru.. c tiếp cu’a mô.t số hũ.u ha.n không gian con xyclic d̄ối vó.i ϕ.

Gia’ su.’ V = ⊕iWi là mô. t phân t́ıch cu’a V thành tô’ng tu.. c tiếp cu’a các không

gian con xyclic d̄ối vó.i ϕ. Vı̀ mỗi Wi d̄è̂u là mô. t không gian ϕ-ô’n d̄i.nh, cho nên

rank(ϕ) =
∑

i

rank(ϕ|Wi
).

Nếu Wi là mô. t không gian m chiè̂u xyclic d̄ối vó.i ϕ th̀ı dẽ̂ thấy rà̆ng

rank(ϕs|Wi
) =

 m − s nếu s ≤ m,

0 nếu s > m.

Tù. d̄ó

rank(ϕs−1|Wi
) − 2rank(ϕs|Wi

) + rank(ϕs+1|Wi
) =

 1 nếu s = m,

0 nếu s 6= m.

Vı̀ thế, vó.i mỗi số nguyên du.o.ng s,

rank(ϕs−1) − 2rank(ϕs) + rank(ϕs+1)

ch́ınh là số không gian con s chiè̂u xyclic d̄ối vó.i ϕ trong mo. i phân t́ıch cu’a V . 2

5 Ma trâ.n chuâ’n tắc Jordan cu’a tu.. d̄ò̂ng cấu

Bây giò. ta gia’ su.’ f : V → V là mô. t d̄ò̂ng cấu bất kỳ, không nhất thiết lũy linh.

Vó.i mỗi λ ∈ K, ta xét tâ.p

Rλ = {α ∈ V : ∃m = m(α) sao cho (f − λidV )m(α) = 0}.

D- ó là mô. t không gian vécto. con, bo.’ i v̀ı nó là ho.. p cu’a mô.t dãy các không gian vécto.

con lò̂ng vào nhau

Rλ =
∞⋃

m=1

Ker(f − λidV )m.

172



Vı̀ f giao hoán vó.i f − λidV , cho nên Rλ là mô. t không gian con ô’n d̄i.nh d̄ối vó.i f .

Thâ. t vâ.y, nếu α ∈ Rλ th̀ı có m > 0 sao cho (f − λidV )m(α) = 0. Do d̄ó

(f − λidV )mf(α) = f(f − λidV )m(α) = f(0) = 0.

Nhâ.n xét rà̆ng Rλ 6= {0} nếu và chı’ nếu λ là mô. t giá tri. riêng cu’a f . Thâ. t vâ.y,

nếu λ là mô. t giá tri. riêng cu’a f , th̀ı không gian con riêng Pλ = Ker(f − λidV ) là

mô. t không gian con cu’a Rλ: Pλ ⊂ Rλ. Ngu.o.. c la. i, gia’ su.’ α ∈ Rλ\{0}, cho.n m là số

nguyên du.o.ng nho’ nhất sao cho (f−λidV )m(α) = 0. Khi d̄ó β = (f−λidV )m−1(α) 6=

0 là mô. t vécto. riêng cu’a f ú.ng vó.i giá tri. riêng λ, bo.’ i v̀ı (f − λidV )(β) = 0.

D- i.nh ngh̃ıa 5.1 Gia’ su.’ λ là mô. t giá tri. riêng cu’a f .

(a) Rλ d̄u.o.. c go. i là không gian con riêng suy rô. ng ú.ng vó.i giá tri. riêng λ.

(b) dim Pλ và dim Rλ d̄u.o.. c go. i tu.o.ng ú.ng là số chiè̂u h̀ınh ho. c và số chiè̂u d̄a. i số

cu’a giá tri. riêng λ.

Mê.nh d̄è̂ sau d̄ây gia’ i th́ıch mô.t phà̂n ý ngh̃ıa cu’a nhũ.ng thuâ. t ngũ. này.

Mê.nh d̄è̂ 5.2 Nếu λ là mô. t giá tri. riêng cu’a tu.. d̄ò̂ng cấu f : V → V th̀ı dim Rλ

bà̆ng bô. i cu’a λ xem nhu. nghiê.m cu’a d̄a thú.c d̄ă. c tru.ng cu’a f .

Chú.ng minh: Theo d̄i.nh ngh̃ıa cu’a không gian con riêng suy rô.ng, d̄ò̂ng cấu

(f − λidV )|Rλ
là luỹ linh. Do d̄ó, áp du.ng D- i.nh lý 4.2 cho (f − λidV )|Rλ

, ta có thê’

cho.n mô.t co. so.’ cu’a Rλ sao cho trong co. so.’ d̄ó ma trâ.n cu’a f |Rλ
có da.ng chéo khối,

vó.i các khối trên d̄u.̀o.ng chéo có da.ng

λ 0 0 ... 0 0

1 λ 0 ... 0 0

0 1 λ ... 0 0

. . . ... . .

0 0 0 ... λ 0

0 0 0 ... 1 λ


.
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Tù. d̄ó suy ra d̄a thú.c d̄ă. c tru.ng cu’a f |Rλ
là

Pf |Rλ
(X) = (λ − X)dim Rλ .

Theo Mê.nh d̄è̂ 1.6, ta có

Pf (X) = Pf |Rλ
(X)Pf̄ (X)

= (λ − X)dim RλPf̄ (X),

trong d̄ó f̄ là d̄ò̂ng cấu ca’m sinh bo.’ i f trên không gian thu.o.ng V/Rλ. Vı̀ thế, nếu

go. i s là bô. i cu’a λ xem nhu. nghiê.m cu’a d̄a thú.c d̄ă. c tru.ng cu’a f , th̀ı dimRλ ≤ s.

Gia’ su.’ pha’n chú.ng dim Rλ < s. Khi d̄ó λ là mô. t nghiê.m cu’a Pf̄ (X). Go. i

[α] ∈ V/Rλ là mô. t vécto. riêng cu’a f̄ ú.ng vó.i giá tri. riêng λ. Khi d̄ó f̄ [α] = λ[α].

Ngh̃ıa là có vécto. β ∈ Rλ sao cho f(α) = λα + β. Do d̄ó β = (f − λidV )(α) ∈ Rλ.

Vı̀ thế, có số nguyên m sao cho (f − λidV )m(α) = 0, ngh̃ıa là α ∈ Rλ. D- iè̂u này

mâu thuẫn vó.i gia’ thiết [α] 6= 0 trong V/Rλ, v̀ı d̄ó là mô. t vécto. riêng.

Tóm la. i, ta có dim Rλ = s. 2

D- i.nh lý sau d̄ây là mô. t tô’ng quát hoá cu’a Hê. qua’ 3.5.

D- i.nh lý 5.3 (Da.ng chuâ’n Jordan cu’a ma trâ.n cu’a tu.. d̄ò̂ng cấu tuyến t́ınh).

Gia’ su.’ tu.. d̄ò̂ng cấu f cu’a K-không gian vécto. n chiè̂u V có d̄a thú.c d̄ă. c tru.ng

Pf (X) phân t́ıch d̄u.o.. c thành các nhân tu.’ tuyến t́ınh trong K[X], tú.c là

Pf (X) = (−1)n(X − λ1)
s1 · · · (X − λm)sm ,

trong d̄ó λ1, ..., λm là nhũ.ng vô hu.́o.ng d̄ôi mô. t khác nhau trong K. Khi d̄ó, V phân

t́ıch d̄u.o.. c thành tô’ng tru.. c tiếp các không gian con riêng suy rô. ng ú.ng vó.i nhũ.ng

giá tri. riêng λ1, ..., λm:

V = Rλ1 ⊕ · · · ⊕ Rλm ,

o.’ d̄ây dim Rλk
= sk. Ho.n nũ.a, V có mô. t co. so.’ sao cho ma trâ. n cu’a f trong d̄ó là
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tô’ng tru.. c tiếp cu’a các khối Jordan cấp s có da. ng

Js,λk
=



λk 0 0 ... 0 0

1 λk 0 ... 0 0

0 1 λk ... 0 0

. . . ... . .

0 0 0 ... λk 0

0 0 0 ... 1 λk


.

Số khối Jordan cấp s vó.i phà̂n tu.’ λk trên d̄u.̀o.ng chéo bằng

rank(f − λkidV )s−1 − 2rank(f − λkidV )s + rank(f − λkidV )s+1.

Ma trâ. n này d̄u.o.. c xác d̄i.nh duy nhất bo.’ i f sai khác thú. tu.. sắp xếp các khối Jordan

trên d̄u.̀o.ng chéo ch́ınh.

Ma trâ.n nói trong d̄i.nh lý trên d̄u.o.. c go. i là ma trâ. n da. ng chuâ’n Jordan cu’a tu..

d̄ò̂ng cấu f .

Chú.ng minh: Ta sẽ chú.ng minh d̄i.nh lý theo nhiè̂u bu.́o.c.

Bu.́o.c 1: Gia’ su.’ λ 6= µ là các giá tri. riêng cu’a f . Vı̀ các d̄ò̂ng cấu (f − λidV ) và

(f − µidV ) giao hoán vó.i nhau, nên ta có d̄ò̂ng cấu

(f − λidV )|Rµ : Rµ → Rµ.

Ta sẽ chú.ng minh rà̆ng d̄ó là mô. t d̄ă’ ng cấu. Vı̀ Rµ hũ.u ha.n chiè̂u, cho nên chı’ cà̂n

chú.ng minh d̄ò̂ng cấu nói trên là mô. t d̄o.n cấu. Gia’ su.’ pha’n chú.ng tò̂n ta. i vécto.

α ∈ Rµ \ {0} sao cho (f − λidV )(α) = 0. Theo d̄i.nh ngh̃ıa cu’a không gian con riêng

suy rô.ng, có số nguyên du.o.ng m sao cho

β = (f − µidV )m−1(α) 6= 0,

(f − µidV )(β) = (f − µidV )m(α) = 0.

Vı̀ các d̄ò̂ng cấu (f − λidV ) và (f − µidV ) giao hoán vó.i nhau, cho nên

(f − λidV )(β) = (f − λidV )(f − µidV )m−1(α)

= (f − µidV )m−1(f − λidV )(α) = 0.
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Kết ho.. p hai d̄ă’ ng thú.c trên ta có f(β) = λβ = µβ. Vı̀ λ 6= µ, nên d̄ă’ ng thú.c trên

dẫn tó.i β = 0. Mâu thuẫn này bác bo’ gia’ thiết pha’n chú.ng.

Bu.́o.c 2: Ta chú.ng to’ rà̆ng Rλ1 + · · ·+ Rλm là mô. t tô’ng tru.. c tiếp trong V . D- ê’ làm

d̄iè̂u d̄ó, ta chú.ng minh rà̆ng vó.i mo. i αi ∈ Rλi
\ {0}, hê. vécto. (α1, ..., αm) d̄ô. c lâ.p

tuyến t́ınh.

Khă’ ng d̄i.nh d̄ó hiê’n nhiên d̄úng vó.i m = 1. Gia’ su.’ qui na.p d̄iè̂u d̄ó d̄úng vó.i

m − 1. Xét mô.t ràng buô.c tuyến t́ınh bất kỳ
∑m

i=1 aiαi = 0 vó.i các hê. số ai ∈ K.

Cho.n số nguyên du.o.ng k sao cho (f − λmidV )k(αm) = 0. Tác d̄ô.ng (f − λmidV )k

vào hai vế cu’a ràng buô.c tuyến t́ınh nói trên, ta thu d̄u.o.. c

m−1∑
i=1

ai(f − λmidV )k(αi) = 0,

trong d̄ó, theo Bu.́o.c 1, các vécto. βi = (f − λmidV )k(αi) d̄è̂u khác không trong Rλi

vó.i mo. i i = 1, ...,m − 1. Do d̄ó, theo gia’ thiết qui na.p, các vécto. d̄ó d̄ô. c lâ.p tuyến

t́ınh, ngh̃ıa là

a1 = · · · = am−1 = 0.

Thay các giá tri. này vào ràng buô.c tuyến t́ınh ban d̄à̂u, ta có amαm = 0. Tù. d̄ó, v̀ı

αm 6= 0, nên am = 0. Vâ.y hê. vécto. (α1, ..., αm) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh.

Bu.́o.c 3: V = Rλ1 ⊕ · · · ⊕ Rλm .

Thâ. t vâ.y, theo Mê.nh d̄è̂ 5.2, dim Rλi
= si. Do d̄ó, d̄iè̂u pha’i chú.ng minh d̄u.o.. c

suy tù. d̄ă’ ng thú.c sau

dim (Rλ1 ⊕ · · · ⊕ Rλm) =
m∑

i=1

si = n = dim V.

Bu.́o.c 4: Bo.’ i v̀ı (f − λkidV ) luỹ linh trên Rλk
, cho nên theo D- i.nh lý 4.2 th̀ı f |Rλk

có ma trâ.n da.ng chuâ’n Jordan trong mô.t co. so.’ nào d̄ó cu’a Rλk
. Mă. t khác, V =

Rλ1 ⊕ · · · ⊕Rλm , cho nên f có ma trâ.n da.ng chuâ’n Jordan trong mô.t co. so.’ nào d̄ó

cu’a V .

Bu.́o.c 5: Theo Bu.́o.c 1, vó.i mỗi λk 6= λi, d̄ò̂ng cấu ha.n chế (f −λkidV )|Rλi
: Rλi

→
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Rλi
là mô. t d̄ă’ ng cấu. Vı̀ thế, ta có

rank(f − λkidV )|s−1
Rλi

− 2rank(f − λkidV )|sRλi
+ rank(f − λkidV )|s+1

Rλi
= 0.

Kết ho.. p d̄iè̂u này vó.i d̄ă’ ng thú.c V = Rλ1 ⊕· · ·⊕Rλm và mô. t là̂n nũ.a áp du.ng D- i.nh

lý 4.2, ta thấy trong mo. i ma trâ.n da.ng chuâ’n Jordan cu’a f , số khối Jordan cấp s

vó.i phà̂n tu.’ λk trên d̄u.̀o.ng chéo ch́ınh bà̆ng

rank(f − λkidV )s−1 − 2rank(f − λkidV )s + rank(f − λkidV )s+1

= rank(f − λkidV )|s−1
Rλk

− 2rank(f − λkidV )|sRλk
+ rank(f − λkidV )|s+1

Rλk
.

Vı̀ số này nhu. nhau d̄ối vó.i mo. i ma trâ.n da.ng chuâ’n Jordan cu’a f , cho nên hai ma

trâ.n nhu. vâ.y chı’ khác nhau thú. tu.. cu’a các khối Jordan trên d̄u.̀o.ng chéo. 2

Mô.t tru.̀o.ng ho.. p riêng quan tro.ng cu’a d̄i.nh lý trên là hê. qua’ sau d̄ây.

Hê. qua’ 5.4 Nếu K là mô. t tru.̀o.ng d̄óng d̄a. i số (chă’ ng ha. n K = C), th̀ı mo. i tu..

d̄ò̂ng cấu cu’a mô. t K-không gian vécto. d̄è̂u có ma trâ. n da. ng chuâ’n Jordan trong

mô. t co. so.’ nào d̄ó cu’a không gian. 2

Vı́ du. : T̀ım da.ng chuâ’n Jordan trên tru.̀o.ng số thu.. c cu’a ma trâ.n sau d̄ây

A =



3 −4 0 2

4 −5 −2 4

0 0 3 −2

0 0 2 −1


.

Lò.i gia’ i: Tru.́o.c hết ta t̀ım d̄a thú.c d̄ă. c tru.ng cu’a A:

det(A − XE4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 − X −4 0 2

4 −5 − X −2 4

0 0 3 − X −2

0 0 2 −1 − X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (X − 1)2(X + 1)2.

177



D- a thú.c này có d̄u’ nghiê.m thu.. c λ1 = λ2 = 1, λ3 = λ4 = −1. Vâ.y, ma trâ.n A d̄ò̂ng

da.ng trên tru.̀o.ng số thu.. c vó.i mô. t ma trâ.n Jordan J . Các khối Jordan cu’a ma trâ.n

J này có các phà̂n tu.’ trên d̄u.̀o.ng chéo bà̆ng 1 hoă.c −1, và có cấp tối d̄a bà̆ng 2 (là

bô. i cu’a các giá tri. riêng 1 và −1). Vó.i λ1 = λ2 = 1, ta có

rank(A − 1E4) = rank



2 −4 0 2

4 −6 −2 4

0 0 2 −2

0 0 2 −2


= rank 2



1 −2 0 1

2 −3 −1 2

0 0 1 −1

0 0 1 −1


= 3,

bo.’ i v̀ı ma trâ.n này suy biến, và có d̄i.nh thú.c con cấp 3 o.’ góc trái trên khác 0. Ho.n

nũ.a,

rank(A − 1E4)
2 = rank 4



1 −2 0 1

2 −3 −1 2

0 0 1 −1

0 0 1 −1



2

= rank 4



−3 4 3 −4

−4 5 4 −5

0 0 0 0

0 0 0 0


= 2,

bo.’ i v̀ı hai hàng cuối cu’a ma trâ.n bà̆ng 0, và d̄i.nh thú.c cấp 2 o.’ góc trái trên khác

0. Nhu. thế, số khối Jordan cấp 1 cu’a ma trâ.n Jordan J vó.i phà̂n tu.’ trên d̄u.̀o.ng

chéo bà̆ng 1 là

rank(A − 1E4)
0 − 2rank(A − 1 · E4)

1 + rank(A − 1 · E4)
2 = 4 − 6 + 2 = 0.

Kết ho.. p d̄iè̂u d̄ó vó.i su.. kiê.n λ = 1 là nghiê.m kép cu’a d̄a thú.c d̄ă. c tru.ng cu’a A, ta

suy ra J chú.a d̄úng mô.t khối Jordan cấp 2 vó.i các phà̂n tu.’ trên d̄u.̀o.ng chéo bà̆ng

1. Tu.o.ng tu.. , vó.i λ3 = λ4 = −1, ta có

rank(A + 1E4) = rank



4 −4 0 2

4 −4 −2 4

0 0 4 −2

0 0 2 0


= rank 2



2 −2 0 1

2 −2 −1 2

0 0 2 −1

0 0 1 0


= 3,
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bo.’ i v̀ı d̄ó là mô. t ma trâ.n suy biến và d̄i.nh thú.c con cấp 3 o.’ góc pha’i du.́o.i cu’a nó

khác 0. Tiếp theo,

rank(A + 1E4)
2 = rank 4



2 −2 0 1

2 −2 −1 2

0 0 2 −1

0 0 1 0



2

= rank 4



0 0 3 −2

0 0 2 −1

0 0 5 −2

0 0 2 −1


= 2.

Nhu. thế, số khối Jordan cấp 1 cu’a ma trâ.n Jordan J vó.i phà̂n tu.’ trên d̄u.̀o.ng chéo

bà̆ng -1 là

rank(A + 1E4)
0 − 2rank(A + 1 · E4)

1 + rank(A + 1 · E4)
2 = 4 − 6 + 2 = 0.

Tù. d̄ó, v̀ı λ = −1 là nghiê.m kép cu’a d̄a thú.c d̄ă. c tru.ng cu’a A, ta suy ra J chú.a

d̄úng mô.t khối Jordan cấp 2 vó.i các phà̂n tu.’ trên d̄u.̀o.ng chéo bà̆ng −1.

Tóm la. i, da.ng chuâ’n Jordan cu’a ma trâ.n A là

J =



1 0 0 0

1 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 1 −1


.

Bài tâ.p

1. T̀ım giá tri. riêng và vécto. riêng cu’a các tu.. d̄ò̂ng cấu có ma trâ.n sau d̄ây trong

mô.t co. so.’ nào d̄ó cu’a không gian:

(a)


2 −1 2

5 −3 3

−1 0 −2

 , (b)


4 −5 2

5 −7 3

6 −9 4

 ,
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(c)


1 −3 3

−2 −6 13

−1 −4 8

 , (d)


1 −3 4

4 −7 8

6 −7 7

 ,

(e)



1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 1


, (f)



3 −1 0 0

1 1 0 0

3 0 5 −3

4 −1 3 −1


.

2. Chú.ng minh rà̆ng nếu tu.. d̄ò̂ng cấu ϕ cu’a không gian vécto. n chiè̂u V có n giá

tri. riêng khác nhau và ψ là mô. t tu.. d̄ò̂ng cấu giao hoán vó.i ϕ, th̀ı mỗi vécto.

riêng cu’a ϕ cũng là mô.t vécto. riêng cu’a ψ và ψ có mô.t co. so.’ gò̂m toàn vécto.

riêng cu’a nó.

3. Xác d̄i.nh xem nhũ.ng tu.. d̄ò̂ng cấu d̄u.o.. c cho bo.’ i các ma trâ.n sau trong mô.t

co. so.’ nào d̄ó cu’a không gian vécto. V có chéo hoá d̄u.o.. c không. Nếu có, hãy

xác d̄i.nh co. so.’ trong d̄ó ma trâ.n cu’a tu.. d̄ò̂ng cấu có da.ng chéo và xác d̄i.nh

ma trâ.n này.

(a)


−1 3 −1

−3 5 −1

−3 3 1

 , (b)


6 −5 −3

3 −2 −2

2 −2 0

 ,

(c)



1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1


, (d)



4 −3 1 2

5 −8 5 4

6 −12 8 5

4 −3 2 2


.
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4. Cho ma trâ.n cấp n

A =



0 0 ... 0 1

0 0 ... 1 0

. . ... . .

0 1 ... 0 0

1 0 ... 0 0


.

T̀ım ma trâ.n kha’ nghi.ch T sao cho B = T−1AT là mô. t ma trâ.n chéo, và t̀ım

B.

5. Ma trâ.n A có các vô hu.́o.ng a1, a2, ..., an nà̆m trên d̄u.̀o.ng chéo thú. hai (theo

thú. tu.. tù. hàng mô.t tó.i hàng n) còn tất ca’ các phà̂n tu.’ khác bà̆ng 0. T̀ım

d̄iè̂u kiê.n d̄ê’ A chéo hoá d̄u.o.. c.

6. T̀ım giá tri. riêng và vécto. riêng cu’a tu.. d̄ò̂ng cấu xác d̄i.nh bo.’ i phép d̄a.o hàm

trong không gian vécto. các d̄a thú.c hê. số thu.. c có bâ.c không vu.o.. t quá n.

7. Chú.ng minh rà̆ng nếu ı́t nhất mô. t trong hai ma trâ.n A và B kha’ nghi.ch, th̀ı

các ma trâ.n t́ıch AB và BA d̄ò̂ng da.ng vó.i nhau. T̀ım v́ı du. vè̂ các ma trâ.n

A,B sao cho AB không d̄ò̂ng da.ng vó.i BA.

8. T̀ım tất ca’ các ma trâ.n chı’ d̄ò̂ng da.ng vó.i ch́ınh nó mà thôi.

9. Ma trâ.n B nhâ.n d̄u.o.. c tù. ma trâ.n A bà̆ng cách d̄ô’i chỗ các hàng i và j

d̄ò̂ng thò.i d̄ô’i chỗ các cô. t i và j. T̀ım ma trâ.n không suy biến T sao cho

B = T−1AT .

10. Chú.ng minh rà̆ng ma trâ.n A d̄ò̂ng da.ng vó.i ma trâ.n B nhâ.n d̄u.o.. c tù. A bà̆ng

phép d̄ối xú.ng qua tâm cu’a nó.

11. Gia’ su.’ (i1, i2, ..., in) là mô. t phép thế bất kỳ cu’a (1, 2, ..., n). Chú.ng minh rà̆ng
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các ma trâ.n sau d̄ò̂ng da.ng:

A =



a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

. . ... .

an1 an2 ... ann


và B =



ai1i1 ai1i2 ... ai1in

ai2i1 ai2i2 ... ai2in

. . ... .

aini1 aini2 ... ainin


.

Các ma trâ.n sau d̄ây có d̄ò̂ng da.ng vó.i nhau hay không ?

12.

A =


3 2 −5

2 6 −10

1 2 −3

 và B =


6 20 −34

6 32 −51

4 20 −32

 .

13.

A =


4 6 −15

1 3 −5

1 2 −4

 , B =


1 −3 3

−2 −6 13

−1 −4 8

 , C =


−13 −70 119

−4 −19 34

−4 −20 35

 .

14. Chú.ng minh rà̆ng các hê. số cu’a d̄a thú.c d̄ă. c tru.ng cu’a ma trâ.n A có thê’ mô

ta’ nhu. sau:

|A − XE| = (−X)n + c1(−X)n−1 + c2(−X)n−2 + · · · + cn,

trong d̄ó ck là tô’ng cu’a tất ca’ các d̄i.nh thú.c con ch́ınh cấp k cu’a ma trâ.n A.

(Mô.t d̄i.nh thú.c con d̄u.o.. c go. i là ch́ınh nếu các chı’ số hàng và các chı’ số cô. t

cu’a nó trùng nhau.)

15. Gia’ su.’ p > 0 là bô. i cu’a λ0 xem nhu. nghiê.m cu’a d̄a thú.c d̄ă. c tru.ng cu’a ma

trâ.n vuông A cấp n. Go. i r là ha.ng cu’a ma trâ.n (A−λ0E). Chú.ng minh rằng

1 ≤ n − r ≤ p.
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16. Chú.ng minh rà̆ng các giá tri. riêng cu’a ma trâ.n nghi.ch d̄a’o A−1 bà̆ng nghi.ch

d̄a’o cu’a các giá tri. riêng cu’a ma trâ.n A (kê’ ca’ bô. i).

17. Chú.ng minh rà̆ng các giá tri. riêng cu’a ma trâ.n A2 bà̆ng b̀ınh phu.o.ng cu’a các

giá tri. riêng cu’a ma trâ.n A (kê’ ca’ bô. i).

18. Chú.ng minh rằng nếu λ1, ..., λn là các giá tri. riêng cu’a ma trâ.n A và f(X) là

mô. t d̄a thú.c th̀ı f(λ1), ..., f(λn) là các giá tri. riêng cu’a ma trâ.n f(A).

19. Chú.ng minh rà̆ng nếu A và B là các ma trâ.n vuông cùng cấp th̀ı các d̄a thú.c

d̄ă. c tru.ng cu’a các ma trâ.n AB và BA trùng nhau.

20. T̀ım các giá tri. riêng cu’a ma trâ.n xyclic

A =



a1 a2 a3 ... an

an a1 a2 ... an−1

an−1 an a1 ... an−2

. . . ... .

a2 a3 a4 ... a1


.

21. T̀ım các giá tri. riêng cu’a ma trâ.n cấp n sau d̄ây

A =



0 −1 0 0 ... 0 0

1 0 −1 0 ... 0 0

0 1 0 −1 ... 0 0

. . . . ... . .

0 0 0 0 ... 1 0


.

T̀ım da.ng chuâ’n Jordan cu’a các ma trâ.n sau d̄ây:

22.

(a)


2 6 −15

1 1 −5

1 2 −6

 , (b)


1 −3 3

−2 −6 13

−1 −4 8

 ,

183



(c)


1 −3 4

4 −7 8

6 −7 7

 , (d)


a 0 0

0 a 0

a 0 a

 (vó.i a 6= 0).

23.

(a)



3 −1 0 0

1 1 0 0

3 0 5 −3

4 −1 3 −1


, (b)



3 −4 0 2

4 −5 −2 4

0 0 3 −2

0 0 2 −1


.

24. 

1 −1 0 0 ... 0 0

0 1 −1 0 ... 0 0

0 0 1 −1 ... 0 0

. . . . ... . .

0 0 0 0 ... 0 1


.

25. 

1 0 0 0 ... 0

1 2 0 0 ... 0

1 2 3 0 ... 0

. . . . ... .

1 2 3 4 ... n


.

26. 

0 a 0 0 ... 0

0 0 a 0 ... 0

0 0 0 a ... 0

. . . . ... .

0 0 0 0 ... a

a 0 0 0 ... 0


.
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27. 

a a12 a13 ... a1n

0 a a23 ... a2n

0 0 a ... a3n

. . . ... .

0 0 0 ... a


,

trong d̄ó a12a23 · · · an−1 n 6= 0.

28. Gia’ su.’ K là mô. t tru.̀o.ng d̄óng d̄a. i số. Chú.ng minh rà̆ng ma trâ.n A vó.i các

phà̂n tu.’ trong K là lũy linh (tú.c là Ak = 0 vó.i mô.t số nguyên du.o.ng k nào

d̄ó) nếu và chı’ nếu tất ca’ các giá tri. riêng cu’a nó bà̆ng 0.

29. Chú.ng minh rà̆ng mo. i ma trâ.n lũy linh khác 0 d̄è̂u không chéo hoá d̄u.o.. c.

30. T̀ım da.ng chuâ’n Jordan cu’a ma trâ.n lũy d̄ă’ ng A (tú.c là ma trâ.n vó.i t́ınh chất

A2 = A).

31. Chú.ng minh rà̆ng mo. i ma trâ.n d̄ối ho.. p A (tú.c là ma trâ.n vó.i t́ınh chất

A2 = E) d̄è̂u d̄ò̂ng da.ng vó.i mô. t ma trâ.n chéo. T̀ım da.ng cu’a các ma trâ.n

chéo d̄ó.

32. Chú.ng minh rà̆ng mo. i ma trâ.n tuà̂n hoàn A (tú.c là ma trâ.n vó.i t́ınh chất

Ak = E, vó.i mô. t số nguyên du.o.ng k nào d̄ó) d̄è̂u d̄ò̂ng da.ng vó.i mô. t ma trâ.n

chéo. T̀ım da.ng cu’a các ma trâ.n chéo d̄ó.

33. Cho A là mô. t khối Jordan cấp n

A =



a 1 0 ... 0

0 a 1 ... 0

. . . ... .

0 0 0 ... a


.
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Chú.ng minh rà̆ng giá tri. cu’a d̄a thú.c f(X) khi thay X = A d̄u.o.. c hco bo.’ i

công thú.c sau d̄ây

f(A) =



f(a) f ′(a)
1!

f ′′(a)
2!

... f (n−1)(a)
(n−1)!

0 f(a) f ′(a)
1!

... f (n−2)(a)
(n−2)!

. . . ... .

0 0 0 ... f(a)


.

34. T̀ım da.ng chuâ’n Jordan cu’a b̀ınh phu.o.ng cu’a mô.t khối Jordan vó.i 0 nà̆m

trên d̄u.̀o.ng chéo ch́ınh.

35. T̀ım da.ng chuâ’n Jordan cu’a ma trâ.n sau d̄ây vó.i cấp n ≥ 3.

A =



a 0 1 0 ... 0

0 a 0 1 ... 0

. . . . ... .

0 0 0 . ... a


.

36. Chú.ng minh rà̆ng mo. i ma trâ.n vuông vó.i các phà̂n tu.’ trong mô.t tru.̀o.ng d̄óng

d̄a. i số d̄è̂u có thê’ viết thành t́ıch cu’a hai ma trâ.n d̄ối xú.ng mà mô.t trong hai

ma trâ.n ấy không suy biến.

37. Chú.ng minh rà̆ng nếu ma trâ.n A có da.ng d̄u.̀o.ng chéo khối

A =



A1 0 ... 0

0 A2 ... 0

. . ... .

0 0 ... As


,

trong d̄ó A1, A2, ..., As là các ma trâ.n vuông, và f(X) là mô. t d̄a thú.c cu’a â’n

X th̀ı

f(A) =



f(A1) 0 ... 0

0 f(A2) ... 0

. . ... .

0 0 ... f(As)


.
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38. Cho A là mô. t ma trâ.n vuông cấp n vó.i các phà̂n tu.’ trong mô.t tru.̀o.ng d̄óng

d̄a. i số K. Go. i λ1, λ2, ..., λn là các giá tri. riêng (kê’ ca’ bô. i) cu’a A. Chú.ng minh

rà̆ng nếu f(X) là mô. t d̄a thú.c vó.i các hê. số trong K th̀ı

det f(A) = f(λ1)f(λ2) · · · f(λn).
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Chu.o.ng V

KHÔNG GIAN VÉCTO
.
EUCLID

Cấu trúc không gian vécto. cho phép diẽ̂n d̄a.t các khái niê.m nhu. d̄ô. c lâ.p tuyến

t́ınh và phu. thuô.c tuyến t́ınh, tâ.p sinh, ha.ng, co. so.’ và toa. d̄ô. , không gian con k

chiè̂u (d̄u.̀o.ng thă’ ng, mă. t phă’ ng)... Tuy nhiên cấu trúc này chu.a cho phép nói d̄ến

các khái niê.m mang nô. i dung h̀ınh ho.c nhiè̂u ho.n nhu. d̄ô. dài cu’a vécto. và góc giũ.a

hai vécto.... D- ê’ diẽ̂n d̄a.t nhũ.ng khái niê.m này, ngu.̀o.i ta cà̂n cấu trúc không gian

vécto. Euclid.

Các không gian vécto. loa. i d̄ă. c biê.t này không d̄i.nh ngh̃ıa d̄u.o.. c trên mô.t tru.̀o.ng

co. so.’ tùy ý. Vı̀ thế trong hà̂u nhu. toàn bô. chu.o.ng này ta chı’ xét các không gian

vécto. (trên tru.̀o.ng số) thu.. c. Tiết cuối cu’a chu.o.ng sẽ d̄u.o.. c dành d̄ê’ xét nhũ.ng thay

d̄ô’i cà̂n thiết khi chuyê’n sang không gian vécto. phú.c.

1 Không gian vécto. Euclid

Nhắc la. i rà̆ng, trong h̀ınh ho.c so. cấp, t́ıch vô hu.́o.ng cu’a hai vécto. d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa

bà̆ng t́ıch cu’a d̄ô. dài hai vécto. d̄ó và côsin cu’a góc xen giũ.a chúng. Dẽ̂ thấy rà̆ng,

ngu.o.. c la. i, d̄ô. dài cu’a vécto. và góc xen giũ.a hai vécto. có thê’ biê’u thi. qua t́ıch vô

hu.́o.ng. Ngu.̀o.i ta nhâ.n thấy rà̆ng, d̄ê’ d̄u.a nhũ.ng khái niê.m này vào các không gian

vécto. trù.u tu.o.. ng, viê.c tru.. c tiếp trù.u tu.o.. ng hoá các khái niê.m d̄ô. dài cu’a vécto. và

góc xen giũ.a hai vécto. khó ho.n nhiè̂u so vó.i viê.c trù.u tu.o.. ng hoá khái niê.m t́ıch

vô hu.́o.ng. Vı̀ thế, tru.́o.c hết chúng ta nghiên cú.u khái niê.m t́ıch vô hu.́o.ng. Rò̂i su.’

du.ng nó d̄ê’ d̄i.nh ngh̃ıa d̄ô. dài cu’a vécto. và góc xen giũ.a hai vécto..

Gia’ su.’ E là mô. t không gian vécto. thu.. c. Nhắc la. i rà̆ng mô.t hàm

η : E × E → R
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d̄u.o.. c go. i là song tuyến t́ınh nếu nó tuyến t́ınh d̄ối vó.i tù.ng biến khi cố d̄i.nh biến

còn la. i. Mỗi hàm song tuyến t́ınh nhu. thế d̄u.o.. c go. i là mô. t da. ng song tuyến t́ınh

trên E.

D- i.nh ngh̃ıa 1.1 (i) Da.ng song tuyến t́ınh η : E × E → R d̄u.o.. c go. i là d̄ối xú.ng

nếu

η(α, β) = η(β, α), ∀α, β ∈ E.

(ii) η d̄u.o.. c go. i là du.o.ng nếu

η(α, α) ≥ 0, ∀α ∈ E.

(iii) η d̄u.o.. c go. i là xác d̄i.nh du.o.ng nếu nó du.o.ng và

η(α, α) = 0 ⇔ α = 0.

(iv) Mô.t da.ng song tuyến t́ınh, d̄ối xú.ng và xác d̄i.nh du.o.ng trên E d̄u.o.. c go. i là

mô. t t́ıch vô hu.́o.ng trên E.

T́ıch vô hu.́o.ng trên không gian E thu.̀o.ng d̄u.o.. c ký hiê.u là 〈·, ·〉:

〈·, ·〉 : E × E → R

(α, β) 7→ 〈α, β〉.

Số thu.. c 〈α, β〉 d̄u.o.. c go. i là t́ıch vô hu.́o.ng cu’a hai vécto. α và β. Nhũ.ng d̄iè̂u kiê.n

d̄ê’ 〈·, ·〉 là mô. t t́ıch vô hu.́o.ng d̄u.o.. c liê.t kê nhu. sau:

T́ınh song tuyến t́ınh 〈α1 + α2, β〉 = 〈α1, β〉 + 〈α2, β〉,

〈aα, β〉 = a〈α, β〉,

〈α, β1 + β2〉 = 〈α, β1〉 + 〈α, β2〉,

〈α, aβ〉 = a〈α, β〉,

T́ınh d̄ối xú.ng 〈α, β〉 = 〈β, α〉,

T́ınh xác d̄i.nh du.o.ng 〈α, α〉 ≥ 0,

η(α, α) = 0 ⇔ α = 0.

vó.i mo. i α, αi, β, βj ∈ E, a ∈ R.
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D- i.nh ngh̃ıa 1.2 Không gian vécto. thu.. c E cùng vó.i mô. t t́ıch vô hu.́o.ng trên E

d̄u.o.. c go. i là mô. t không gian vécto. Euclid.

Vı́ du. 1.3 (a) Không gian các vécto. tu.. do d̄ã ho.c o.’ h̀ınh ho.c so. cấp là mô. t không

gian vécto. Euclid vó.i t́ıch vô hu.́o.ng thông thu.̀o.ng

〈α, β〉 = |α||β| cos 6 (α, β).

(b) Gia’ su.’ E là mô. t không gian vécto. thu.. c n chiè̂u và (e1, e2, ..., en) là mô. t co.

so.’ cu’a nó. Có thê’ d̄i.nh ngh̃ıa mô.t t́ıch vô hu.́o.ng trên E nhu. sau. Nếu

α =
∑

i xiei, β =
∑

i yiei, th̀ı ta d̄ă. t

〈α, β〉 =
n∑

i=1

xiyi.

Nói riêng, nếu E = Rn và (e1, e2, ..., en) là co. so.’ ch́ınh tắc cu’a Rn, th̀ı t́ıch vô

hu.́o.ng cu’a hai vécto. α =



x1

.

.

.

xn


, β =



y1

.

.

.

yn


d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa là

〈α, β〉 =
n∑

i=1

xiyi.

Nó d̄u.o.. c go. i là t́ıch vô hu.́o.ng ch́ınh tắc trên Rn. Nhâ.n xét rà̆ng theo cách

này mỗi co. so.’ cu’a E cho phép xác d̄i.nh trên E mô.t t́ıch vô hu.́o.ng. Hai t́ıch

vô hu.́o.ng xác d̄i.nh bo.’ i hai co. so.’ khác nhau th̀ı nói chung khác nhau.

(c) Gia’ su.’ E = C[a, b] là không gian các hàm thu.. c liên tu. c trên [a, b]. Công thú.c

〈f, g〉 =
∫ b

a
f(x)g(x)dx, f, g ∈ C[a, b]

xác d̄i.nh mô.t t́ıch vô hu.́o.ng trên không gian vô ha.n chiè̂u C[a, b]. T́ınh liên

tu. c cu’a các hàm trong C[a, b] d̄u.o.. c dùng d̄ê’ chú.ng minh t́ınh xác d̄i.nh du.o.ng

cu’a da.ng song tuyến t́ınh (f, g) 7→ 〈f, g〉.
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Mỗi không gian vécto. con F cu’a không gian vécto. Euclid E d̄u.o.. c trang bi. mô.t

t́ıch vô hu.́o.ng, là thu he.p cu’a t́ıch vô hu.́o.ng d̄ã cho trên E. Vı̀ thế F cũng là mô.t

không gian vécto. Euclid. Nó d̄u.o.. c go. i là mô. t không gian vécto. Euclid con cu’a E.

Bây giò. ta d̄i.nh ngh̃ıa d̄ô. dài cu’a vécto. và góc giũ.a hai vécto. trong mô.t không

gian vécto. Euclid.

D- i.nh ngh̃ıa 1.4 Gia’ su.’ E là mô. t không gian vécto. Euclid vó.i t́ıch vô hu.́o.ng 〈·, ·〉.

Khi d̄ó, d̄ô. dài (hay chuâ’n) cu’a vécto. α ∈ E là số thu.. c không âm |α| =
√
〈α, α〉.

Nhâ.n xét rà̆ng, ngu.o.. c la. i, t́ıch vô hu.́o.ng cũng d̄u.o.. c hoàn toàn xác d̄i.nh bo.’ i d̄ô.

dài vécto.. Thâ. t vâ.y

〈α, β〉 =
1

2
{|α + β|2 − |α|2 − |β|2}.

D- ê’ d̄i.nh nghiã d̄u.o.. c góc giũ.a hai vécto., ta cà̂n mê.nh d̄è̂ sau d̄ây.

Mê.nh d̄è̂ 1.5 (Bất d̄ă’ ng thú.c Cauchy-Schwarz)

|〈α, β〉| ≤ |α||β|, ∀α, β ∈ E.

Chú.ng minh: Ta có 〈tα + β, tα + β〉 ≥ 0,∀t ∈ R. Hay là

t2〈α, α〉 + 2t〈α, β〉 + 〈β, β〉 ≥ 0,∀t ∈ R.

Vế trái là mô. t tam thú.c bâ.c hai d̄ối vó.i t. Nó không âm vó.i mo. i giá tri. cu’a t, cho

nên

∆′ = 〈α, β〉2 − 〈α, α〉〈β, β〉 ≤ 0.

Tù. d̄ó

〈α, β〉2 ≤ 〈α, α〉〈β, β〉.

Khai căn hai vế cu’a bất d̄ă’ ng thú.c, ta có

|〈α, β〉| ≤
√
〈α, α〉

√
〈β, β〉 = |α||β|. 2
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Trong Rn vó.i t́ıch vô hu.́o.ng ch́ınh tắc, bất d̄ă’ ng thú.c trên có da.ng

|
n∑

i=1

xiyi| ≤

√√√√ n∑
i=1

x2
i

√√√√ n∑
i=1

y2
i , ∀xi, yi ∈ R.

D- i.nh ngh̃ıa 1.6 Góc giũ.a hai vécto. khác không α và β d̄u.o.. c ký hiê.u bo.’ i 6 (α, β)

và d̄u.o.. c xác d̄i.nh duy nhất bo.’ i các d̄iè̂u kiê.n sau cos 6 (α, β) = 〈α,β〉
|α||β| ,

0 ≤ 6 (α, β) ≤ π.

Ta coi góc giũ.a vécto. 0 và mô.t vécto. khác là không xác d̄i.nh.

D- i.nh ngh̃ıa 1.7 Hai vécto. α, β ∈ E d̄u.o.. c go. i là vuông góc (hay tru.. c giao) vó.i

nhau, và d̄u.o.. c ký hiê.u là α ⊥ β, nếu

〈α, β〉 = 0.

Nhu. vâ.y, 〈α, β〉 = 0 nếu và chı’ nếu hoă.c là ı́t nhất mô.t trong hai vécto. α, β bà̆ng

0, hoă.c là 6 (α, β) = π
2
.

Mê.nh d̄è̂ 1.8 (D- i.nh lý Pythagore) Nếu α ⊥ β, th̀ı

|α + β|2 = |α|2 + |β|2.

Chú.ng minh: Ta có

〈α + β, α + β〉 = 〈α, α〉 + 2〈α, β〉 + 〈β, β〉.

Vı̀ α ⊥ β, cho nên 〈α, β〉 = 0. Do d̄ó |α + β|2 = |α|2 + |β|2. 2

Các t́ınh chất co. ba’n cu’a d̄ô. dài vécto. d̄u.o.. c liê.t kê trong mê.nh d̄è̂ sau d̄ây.

Mê.nh d̄è̂ 1.9 (i) |α| ≥ 0, ∀α ∈ E,

|α| = 0 ⇔ α = 0.

(ii) |aα| = |a||α| ∀a ∈ R,∀α ∈ E.
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(iii) (Bất d̄ă’ ng thú.c tam giác)

|α + β| ≤ |α| + |β|, ∀α, β ∈ E.

Chú.ng minh: Các phà̂n (i) và (ii) d̄u.o.. c suy ngay tù. d̄i.nh ngh̃ıa cu’a d̄ô. dài vécto..

(iii) Theo bất d̄ă’ ng thú.c Cauchy-Schwarz ta có

|α + β|2 = 〈α + β, α + β〉 = 〈α, α〉 + 2〈α, β〉 + 〈β, β〉

≤ |α|2 + 2|α||β| + |β|2 = (|α| + |β|)2. 2

.

Khoa’ng cách tù. vécto. α tó.i vécto. β d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau:

d(α, β) = |α − β|.

Hàm khoa’ng cách có nhũ.ng t́ınh chất co. ba’n sau d̄ây:

(i) d(α, β) ≥ 0, ∀α, β ∈ E,

d(α, β) = 0 ⇔ α = β.

(ii) d(α, β) = d(β, α) ∀α, β ∈ E.

(iii) (Bất d̄ă’ ng thú.c tam giác)

d(α, γ) ≤ d(α, β) + d(β, γ) ∀α, β, γ ∈ E.

D- i.nh ngh̃ıa 1.10 (i) Hê. vécto. (e1, ..., ek) cu’a không gian vécto. Euclid E d̄u.o.. c

go. i là mô. t hê. tru.. c giao nếu các vécto. cu’a hê. d̄ôi mô. t vuông góc vó.i nhau, tú.c

là

〈ei, ej〉 = 0, nếu i 6= j.

(ii) Hê. vécto. (e1, ..., ek) d̄u.o.. c go. i là mô. t hê. tru.. c chuâ’n nếu nó là mô. t hê. tru.. c giao

và mỗi vécto. cu’a hê. d̄è̂u có d̄ô. dài bà̆ng 1, tú.c là

〈ei, ej〉 =

 0, nếu i 6= j,

1, nếu i = j.
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Mê.nh d̄è̂ 1.11 (i) Mỗi hê. tru.. c giao không chú.a vécto. 0 d̄è̂u d̄ô. c lâ. p tuyến t́ınh.

(ii) Nếu hê. vécto. (e1, ..., ek) là tru.. c giao và không chú.a vécto. 0, th̀ı hê. ( e1

|e1| , ...,
ek

|ek|
)

là tru.. c chuâ’n.

Chú.ng minh: (i) Gia’ su.’ (e1, ..., ek) là mô. t hê. tru.. c giao và không chú.a vécto. 0.

Gia’ su.’ có mô. t ràng buô.c tuyến t́ınh

a1e1 + · · · + akek = 0.

Nhân vô hu.́o.ng hai vế vó.i ek, và su.’ du.ng gia’ thiết ej ⊥ ej vó.i i 6= j, ta có:

0 = 〈a1e1 + · · · + akek, ek〉 = a1〈e1, ek〉 + · · · + ak〈ek, ek〉

= ak〈ek, ek〉.

Vı̀ ek 6= 0, nên 〈ek, ek〉 > 0. Do d̄ó ak = 0. Tù. d̄ó ta thu d̄u.o.. c ràng buô.c

a1e1 + · · · + ak−1ek−1 = 0.

Lă.p la. i lâ.p luâ.n trên vó.i k d̄u.o.. c thay bo.’ i k − 1, ta thu d̄u.o.. c ak−1 = 0. Cuối cùng

ta thu d̄u.o.. c

a1 = a2 = · · · = ak = 0.

Vâ.y hê. (e1, ..., ek) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh.

(ii) Ta có

〈 ei

|ei|
,

ej

|ej|
〉 =

1

|ei||ej|
〈ei, ej〉 =

 0, nếu i 6= j,

1, nếu i = j.2

Mô.t co. so.’ cu’a E d̄ò̂ng thò.i là mô. t hê. tru.. c chuâ’n d̄u.o.. c go. i là mô. t co. so.’ tru.. c

chuâ’n. D- i.nh lý sau d̄ây nói lên t́ınh phô’ biến cu’a co. so.’ tru.. c chuâ’n.

D- i.nh lý 1.12 Mo. i không gian vécto. Euclid hũ.u ha. n chiè̂u d̄è̂u có co. so.’ tru.. c chuâ’n.
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Chú.ng minh: D- i.nh lý d̄u.o.. c chú.ng minh bà̆ng phép tru.. c giao hoá Shmidt.

Gia’ su.’ (α1, ..., αn) là mô. t co. so.’ bất kỳ cu’a không gian vécto. Euclid E. Tru.. c

giao hoá Shmidt là phép du.. ng mô.t co. so.’ tru.. c giao (e1, ..., en) cu’a E vó.i t́ınh chất

sau

L(e1, ..., ek) = L(α1, ..., αk), (k = 1, 2, ..., n).

Sau d̄ó, ta chuâ’n hoá (e1, ..., en) d̄ê’ thu d̄u.o.. c mô.t co. so.’ tru.. c chuâ’n cu’a E.

Ta d̄ă. t e1 = α1. Nhu. thế L(e1) = L(α1). Gia’ su.’ d̄ã xây du.. ng d̄u.o.. c hê. tru.. c giao

(e1, ..., ei−1) sao cho

L(e1, ..., ek) = L(α1, ..., αk), (k = 1, 2, ..., i − 1).

Tiếp theo, ta t̀ım ei du.́o.i da.ng

ei = λi1e1 + · · · + λii−1ei−1 + αi,

trong d̄ó λi1, ..., λii−1 là i−1 số thu.. c d̄u.o.. c xác d̄i.nh bo.’ i i−1 d̄iè̂u kiê.n ei ⊥ e1, ..., ei ⊥

ei−1. Tú.c là 
〈ei, e1〉 = λi1〈e1, e1〉 + 〈αi, e1〉 = 0

..... . .......... . .

〈ei, ei−1〉 = λii−1〈ei−1, ei−1〉 + 〈αi, ei−1〉 = 0.

Hê. này có nghiê.m duy nhất

λik = −〈αi, ek〉
〈ek, ek〉

(k = 1, 2, ..., i − 1).

Vı̀ αi không nà̆m trong không gian L(e1, ..., ei−1) = L(α1, ..., αi−1), cho nên

ei = λi1e1 + · · · + λii−1ei−1 + αi 6= 0.

Ho.n nũ.a, theo d̄ă’ ng thú.c trên αi ∈ L(e1, ..., ei), và ei ∈ L(e1, ..., ei−1, αi) =

L(α1, ..., αi). Kết ho.. p d̄iè̂u d̄ó vó.i gia’ thiết L(e1, ..., ei−1) = L(α1, ..., αi−1), ta

có

L(e1, ..., ei) = L(α1, ..., αi).
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Quá tr̀ınh này tiếp diẽ̂n cho tó.i i = n. Hê. gò̂m n vécto. tru.. c giao e1, ..., en sinh ra

không gian n chiè̂u E. Vâ.y hê. d̄ó là mô. t co. so.’ tru.. c giao cu’a E. Cuối cùng, chuâ’n

hoá co. so.’ tru.. c giao này nhu. d̄ã làm o.’ phà̂n (ii) cu’a mê.nh d̄è̂ tru.́o.c, ta thu d̄u.o.. c

mô.t co. so.’ tru.. c chuâ’n cu’a E. 2

Vı́ du. : Tru.. c giao hoá hê. vécto. sau d̄ây trong không gian R4 vó.i t́ıch vô hu.́o.ng

(d̄i.nh ngh̃ıa nhò. co. so.’ ) ch́ınh tắc:

α1 = (1, 0, 0, 0),

α2 = (2, 1, 0, 0),

α3 = (3, 2, 1, 0),

α4 = (4, 3, 2, 1).

Lò.i gia’ i: Ta d̄ă. t e1 = α1 = (1, 0, 0, 0). Vécto. thú. hai d̄u.o.. c t̀ım du.́o.i da.ng

e2 = λ21e1 + α2, trong d̄ó

λ21 = −〈α2, e1〉
〈e1, e1〉

= −1.2

1.1
= −2.

Vâ.y e2 = −2e1 + α2 = −2(1, 0, 0, 0) + (2, 1, 0, 0) = (0, 1, 0, 0). Vécto. thú. ba d̄u.o.. c

t̀ım du.́o.i da.ng e3 = λ31e1 + λ32e2 + α3, trong d̄ó

λ31 = −〈α3, e1〉
〈e1, e1〉

= −1.3

1.1
= −3,

λ32 = −〈α3, e2〉
〈e2, e2〉

= −1.2

1.1
= −2.

Vâ.y e3 = −3e1 − 2e2 + α3 = (0, 0, 1, 0). Tu.o.ng tu.. , e4 = λ41e1 + λ42e2 + λ43e3 + α4,

trong d̄ó

λ41 = −〈α4, e1〉
〈e1, e1〉

= −1.4

1.1
= −4,

λ42 = −〈α4, e2〉
〈e2, e2〉

= −1.3

1.1
= −3,

λ43 = −〈α4, e3〉
〈e3, e3〉

= −1.2

1.1
= −2.

Nhu. thế e4 = −4e1 − 3e2 − 2e3 + α4 = (0, 0, 0, 1).
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Tóm la. i, hê. (e1, e2, e3, e4) ch́ınh là co. so.’ ch́ınh tắc cu’a R4.

Mê.nh d̄è̂ sau d̄ây cho thấy co. so.’ tru.. c chuâ’n giúp cho viê.c t́ınh t́ıch vô hu.́o.ng

d̄u.o.. c dẽ̂ dàng.

Mê.nh d̄è̂ 1.13 Gia’ su.’ (e1, ..., en) là mô. t co. so.’ tru.. c chuâ’n cu’a không gian vécto.

Euclid E. Khi d̄ó, nếu α =
∑

i aiei, và β =
∑

i biei, th̀ı

〈α, β〉 = a1b1 + · · · + anbn.

Chú.ng minh: Do t́ınh song tuyến t́ınh cu’a t́ıch vô hu.́o.ng, ta có

〈α, β〉 = 〈
∑

i

aiei,
∑
j

bjej〉 =
∑
i,j

aibj〈ei, ej〉.

Vı̀ (e1, ..., en) là mô. t co. so.’ tru.. c chuâ’n, cho nên

〈α, β〉 =
∑

i

aibi〈ei, ei〉 =
∑

i

aibi. 2

D- i.nh ngh̃ıa 1.14 Gia’ su.’ U và V là các không gian vécto. con cu’a không gian vécto.

Euclid E.

(i) Ta nói vécto. α ∈ E vuông góc (hay tru.. c giao) vó.i U , và viết α ⊥ U , nếu

α ⊥ u vó.i mo. i u ∈ U .

(ii) Ta nói U vuông góc (hay tru.. c giao) vó.i V , và viết U ⊥ V , nếu

u ⊥ v, ∀u ∈ U,∀v ∈ V.

Do t́ınh d̄ối xú.ng cu’a t́ıch vô hu.́o.ng, nếu U ⊥ V th̀ı V ⊥ U . Khi d̄ó U∩V = {0}.

Thâ. t vâ.y, nếu α ∈ U ∩ V th̀ı 〈α, α〉 = 0, do d̄ó α = 0. Khi d̄ó, tô’ng U + V là mô. t

tô’ng tru.. c tiếp, U ⊕ V . Nó d̄u.o.. c go. i là tô’ng tru.. c giao cu’a U và V , và d̄u.o.. c ký hiê.u

là U ⊕⊥ V .

Gia’ su.’ U1, ..., Uk là các không gian con cu’a E d̄ôi mô. t tru.. c giao vó.i nhau: Ui ⊥ Uj

vó.i i 6= j. Dẽ̂ thấy rà̆ng Ui ⊥ (
∑

j 6=i Uj), cho nên

Ui ∩ (
∑
j 6=i

Uj) = {0}, (i = 1, ..., k).

Do d̄ó, tô’ng U1 + · · · + Uk là mô. t tô’ng tru.. c tiếp.
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D- i.nh ngh̃ıa 1.15 Tô’ng tru.. c tiếp cu’a các không gian con d̄ôi mô. t tru.. c giao vó.i

nhau U1, ..., Uk d̄u.o.. c go. i là mô. t tô’ng tru.. c giao, và d̄u.o.. c ký hiê.u là U1 ⊕⊥ · · · ⊕⊥ Uk.

Nếu (e1, ..., en) là mô. t co. so.’ tru.. c chuâ’n cu’a E th̀ı E phân t́ıch d̄u.o.. c thành tô’ng

tru.. c giao

E = L(e1) ⊕⊥ · · · ⊕⊥ L(en).

D- i.nh ngh̃ıa 1.16 Gia’ su.’ U là mô. t không gian vécto. con cu’a E. Khi d̄ó

U⊥ = {α ∈ E|α ⊥ U}

d̄u.o.. c go. i là phà̂n bù tru.. c giao cu’a U trong E.

Dẽ̂ thấy rà̆ng U⊥ cũng là mô.t không gian vécto. con cu’a E.

Mê.nh d̄è̂ 1.17 Gia’ su.’ U là mô. t không gian vécto. con cu’a không gian vécto. Euclid

hũ.u ha. n chiè̂u E. Khi d̄ó, (U⊥)⊥ = U , và E có thê’ phân t́ıch thành tô’ng tru.. c giao

E = U ⊕⊥ U⊥.

Chú.ng minh: Cho.n mô.t co. so.’ tru.. c giao (e1, ..., em) cu’a U , và bô’ sung nó d̄ê’ có

mô. t co. so.’ (e1, ..., em, αm+1, ..., αn) cu’a E. Áp du.ng phép tru.. c giao hoá Shmidt cho

co. so.’ d̄ó, ta thấy m vécto. d̄à̂u cu’a co. so.’ không thay d̄ô’i, bo.’ i v̀ı chúng d̄ã tru.. c giao

sẵn rò̂i. Kết qua’ là ta thu d̄u.o.. c mô.t co. so.’ tru.. c giao (e1, ..., em, em+1, ..., en) cu’a E.

Các vécto. em+1, ..., en tru.. c giao vó.i mỗi phà̂n tu.’ trong co. so.’ (e1, ..., em) cu’a U , cho

nên chúng tru.. c giao vó.i U . Vı̀ thế, em+1, ..., en ∈ U⊥.

Ho.n nũ.a, nếu α là mô. t véc to. bất kỳ cu’a U⊥, ta xét khai triê’n cu’a nó theo co.

so.’ (e1, ..., en) cu’a E: α = a1e1 + · · ·+ anen. Do t́ınh tru.. c giao cu’a co. so.’ nói trên, ta

thu d̄u.o.. c:

a1 =
〈α, e1〉
〈e1, e1〉

= 0, ..., am =
〈α, em〉
〈em, em〉

= 0.

Hê. qua’ là α biê’u thi. tuyến t́ınh qua (em+1, ..., en). Kết ho.. p d̄iè̂u này vó.i viê.c

em+1, ..., en ∈ U⊥, ta suy ra (em+1, ..., en) là mô. t co. so.’ cu’a U⊥.
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Tù. d̄ó, lâ.p luâ.n tu.o.ng tu.. ta thấy: nếu β ⊥ U⊥, th̀ı β biê’u thi. tuyến t́ınh qua

(e1, ..., em), tú.c là β ∈ U . Nhu. vâ.y, (U⊥)⊥ = U .

Cuối cùng, ta có phân t́ıch tru.. c giao

E = L(e1, ..., em) ⊕⊥ L(em+1, ..., en) = U ⊕⊥ U⊥. 2

Bây giò. ta tro.’ la. i vó.i chu’ d̄è̂ khoa’ng cách trong không gian vécto. Euclid.

Khoa’ng cách tù. tâ.p con A tó.i tâ.p con B cu’a E d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau:

d(A,B) = inf
α∈A,β∈B

d(α, β).

Nói riêng, nếu A chı’ gò̂m mô.t phà̂n tu.’ α th̀ı ta sẽ ký hiê.u d̄o.n gia’n d({α}, B) bo.’ i

d(α,B). Nhu. vâ.y

d(α,B) = inf
β∈B

d(α, β).

Tâ.p α + U = {α + u|u ∈ U}, trong d̄ó U là mô. t không gian vécto. con cu’a E

d̄u.o.. c go. i là phă’ ng song song vó.i U và d̄i qua α. Ta sẽ xét tru.̀o.ng ho.. p d̄ă.c biê.t khi

A và B là nhũ.ng phă’ ng song song vó.i các không gian vécto. con U và V .

Mê.nh d̄è̂ 1.18 Gia’ su.’ α − β = v + v⊥, trong d̄ó v ∈ V, v⊥ ∈ V ⊥. Khi d̄ó

d(α, β + V ) = |v⊥|.

Tô’ng quát ho.n, nếu α − β = t + t⊥, trong d̄ó t ∈ (U + V ), t⊥ ∈ (U + V )⊥, th̀ı

d(α + U, β + V ) = |t⊥|.

Chú.ng minh: Rõ ràng d(α, β +V ) là mô. t tru.̀o.ng ho.. p d̄ă. c biê.t cu’a d(α+U, β +V )

vó.i U = {0}. Theo d̄i.nh ngh̃ıa

d(α + U, β + V ) = inf
u∈U,v∈V

d(α + u, β + v) = inf
u∈U,v∈V

|α − β + u − v|.

D- ă. t u − v = t′ ∈ (U + V ). Ta có

α − β + t′ = t⊥ + (α − β − t⊥ + t′).
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Vı̀ (α − β − t⊥ + t′) = t + t′ ∈ (U + V ), nên t⊥ ⊥ (α − β − t⊥ + t′). Theo d̄i.nh lý

Pythagore, ta có

|α − β + t′|2 = |t⊥|2 + |α − β − t⊥ + t′|2 ≥ |t⊥|2.

Vı̀ thế d(α + U, β + V ) = inft′∈(U+V ) |α − β + t′| = |t⊥|. Giá tri. nho’ nhất này d̄a.t

d̄u.o.. c vó.i t′ = −t . 2

Vı́ du. : Trong không gian R4 vó.i t́ıch vô hu.́o.ng ch́ınh tắc, t̀ım khoa’ng cách tù.

α = (2, 4,−4, 2) tó.i phă’ ng B xác d̄i.nh bo.’ i hê. phu.o.ng tr̀ınh

x + 2y + z − t = 1,

x + 3y + z − 3t = 2.

Lò.i gia’ i: Rõ ràng β = (0, 1,−1, 0) ∈ B. Vâ.y B = β + V , trong d̄ó V là không

gian các nghiê.m cu’a hê. phu.o.ng tr̀ınh thuà̂n nhất

x + 2y + z − t = 0,

x + 3y + z − 3t = 0.

Do d̄ó, V ⊥ là không gian sinh bo.’ i hai vécto. hê. số cu’a hê. phu.o.ng tr̀ınh trên: V ⊥ =

L((1, 2, 1,−1), (1, 3, 1,−3)). Gia’ su.’ α − β = (2, 3,−3, 2) = v + v⊥, trong d̄ó v ∈

V, v⊥ ∈ V ⊥. Khi d̄ó v⊥ thù.a nhâ.n phân t́ıch

v⊥ = r(1, 2, 1,−1) + s(1, 3, 1,−3) = (r + s, 2r + 3s, r + s,−r − 3s).

Vı̀ thế, vécto.

v = α − β − v⊥ = (2, 3,−3, 2) − (r + s, 2r + 3s, r + s,−r − 3s)

= (2 − r − s, 3 − 2r − 3s,−3 − r − s, 2 + r + 3s)

thoa’ mãn hê. phu.o.ng tr̀ınh xác d̄i.nh V . Tú.c là

(2 − r − s) + 2(3 − 2r − 3s) + (−3 − r − s) − (2 + r + 3s) = 3 − 7r − 11s = 0,

(2 − r − s) + 3(3 − 2r − 3s) + (−3 − r − s) − 3(2 + r + 3s) = 2 − 11r − 20s = 0.
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Tù. d̄ó r = 2, s = −1. Thay các giá tri. d̄ó vào v⊥ ta có

d(α,B) = |v⊥| = |(1, 1, 1, 1)| = 2.

2 Ánh xa. tru.. c giao

D- ê’ nghiên cú.u cấu trúc cu’a các không gian vécto. Euclid, ngu.̀o.i ta cà̂n su.’ du.ng

các ánh xa. không chı’ ba’o toàn các phép toán trên vécto., mà còn ba’o toàn t́ıch vô

hu.́o.ng.

D- i.nh ngh̃ıa 2.1 Gia’ su.’ E và E ′ là các không gian vécto. Euclid. Ánh xa. f : E → E ′

d̄u.o.. c go. i là mô. t ánh xa. tru.. c giao nếu nó là mô. t ánh xa. tuyến t́ınh và nó ba’o toàn

t́ıch vô hu.́o.ng, ngh̃ıa là:

〈f(α), f(β)〉 = 〈α, β〉, ∀α, β ∈ E.

Hiê’n nhiên là mỗi ánh xa. tru.. c giao d̄è̂u ba’o toàn dô. dài cu’a các vécto.:

|f(α)| = |α|, ∀α ∈ E.

Mê.nh d̄è̂ 2.2 Nếu f : E → E ′ ba’o toàn t́ıch vô hu.́o.ng th̀ı nó là mô. t ánh xa. tuyến

t́ınh, và do d̄ó là mô. t ánh xa. tru.. c giao.

Chú.ng minh: D- ă. t ω = f(aα + bβ) − af(α) − bf(β) vó.i a, b ∈ R, α, β ∈ E. Vı̀ f

ba’o toàn t́ıch vô hu.́o.ng, nên vó.i mỗi γ ∈ E, ta có

〈ω, f(γ)〉 = 〈f(aα + bβ) − af(α) − bf(β), f(γ)〉

= 〈f(aα + bβ), f(γ)〉 − a〈f(α), f(γ)〉 − b〈f(β), f(γ)〉

= 〈aα + bβ, γ〉 − a〈α, γ〉 − b〈β, γ〉 = 0.

Nhu. thế ω tru.. c giao vó.i mo. i vécto. có da.ng f(γ), do d̄ó ω tru.. c giao vó.i mo. i tô’ ho.. p

tuyến t́ınh cu’a các vécto. có da.ng f(γ). Nói riêng, ω ⊥ ω. Tù. d̄ó suy ra ω = 0, hay

là

f(aα + bβ) = af(α) + bf(β) ∀a, b ∈ R,∀α, β ∈ E. 2
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Mê.nh d̄è̂ 2.3 Gia’ su.’ E và E ′ là các không gian vécto. Euclid. Khi d̄ó ánh xa.

tuyến t́ınh f : E → E ′ là mô. t ánh xa. tru.. c giao nếu nó biến mỗi co. so.’ tru.. c chuâ’n

cu’a E thành mô. t hê. tru.. c chuâ’n cu’a E ′.

Chú.ng minh: Nếu (e1, ..., en) là mô. t co. so.’ tru.. c chuâ’n cu’a E th̀ı

〈f(ei), f(ej)〉 = 〈ei, ej〉 =

 1, nếu i = j,

0, nếu i 6= j.

Vâ.y (f(e1), ..., f(en)) là mô. t hê. tru.. c chuâ’n cu’a E ′. (Nó có thê’ không pha’i là mô. t

co. so.’ cu’a E ′ nếu số chiè̂u cu’a E ′ ló.n ho.n n.)

Ngu.o.. c la. i, gia’ su.’ (e1, ..., en) là mô. t co. so.’ tru.. c chuâ’n cu’a E, và (f(e1), ..., f(en))

là mô. t hê. tru.. c chuâ’n cu’a E ′. Khi d̄ó, vó.i mo. i α =
∑

i aiei, β =
∑

j bjej, ta có

〈f(α), f(β)〉 = 〈f(
∑

i

aiei), f(
∑
j

bjej)〉

= 〈
∑

i

aif(ei),
∑
j

bjf(ej)〉

=
∑
i,j

aibj〈f(ei), f(ej)〉 =
∑

i

aibi

(do t́ınh tru.. c chuâ’n cu’a hê.(f(e1), ..., f(en))

= 〈
∑

i

aiei,
∑
j

bjej〉

= 〈α, β〉.

Nhu. vâ.y, f là mô. t ánh xa. tru.. c giao. 2

Mê.nh d̄è̂ 2.4 Mỗi ánh xa. tru.. c giao d̄è̂u là mô. t d̄o.n cấu tuyến t́ınh. Nói riêng,

nếu ϕ : E → E là mô. t tu.. d̄ò̂ng cấu tru.. c giao cu’a mô. t không gian vécto. Euclid hũ.u

ha. n chiè̂u E, th̀ı ϕ là mô. t d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh.

Chú.ng minh: Gia’ su.’ f : E → E ′ là mô. t ánh xa. tru.. c giao. Nếu f(α) = 0 th̀ı

|α| = |f(α)| = 0, nên α = 0. Nhu. thế Kerf = {0}. Do d̄ó f là mô. t d̄o.n cấu tuyến

t́ınh.
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Nếu ϕ : E → E là mô. t ánh xa. tru.. c giao, th̀ı

dim E = dim Imϕ + dim Kerϕ.

Vâ.y dim E = dim Imϕ. Do d̄ó, ϕ là mô. t toàn cấu. Phà̂n trên cu’a mê.nh d̄è̂ d̄ã

khă’ ng d̄i.nh ϕ là mô. t d̄o.n cấu. Tóm la. i, ϕ là mô. t d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh. 2

Theo mê.nh d̄è̂ trên th̀ı mo. i ánh xa. tru.. c giao h : E → E′ d̄è̂u là mô. t d̄ă’ ng cấu

tù. E vào Im(h). Ho.n nũ.a, mo. i d̄ă’ ng cấu tru.. c giao f : E → Im(h) d̄è̂u có da.ng

f = hϕ, trong d̄ó ϕ là mô. t tu.. d̄ă’ ng cấu tru.. c giao cu’a E. Thâ. t vâ.y, chı’ cà̂n lấy

ϕ = h−1f : E → E.

Nhu. vâ.y, viê.c nghiên cú.u các ánh xa. tru.. c giao có thê’ quy vè̂ viê.c nghiên cú.u

các tu.. d̄ă’ ng cấu tru.. c giao (hay còn d̄u.o.. c go. i là các phép biến d̄ô’i tru.. c giao).

Mê.nh d̄è̂ 2.5 Tâ. p ho.. p O(E) các phép biến d̄ô’i tru.. c giao cu’a mô. t không gian

vécto. Euclid E lâ. p nên mô. t nhóm d̄ối vó.i phép ho.. p thành các ánh xa. . D- ó là mô. t

nhóm con cu’a nhóm GL(E) tất ca’ các tu.. d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh cu’a E.

Chú.ng minh: Theo d̄i.nh ngh̃ıa cu’a phép biến d̄ô’i tru.. c giao, nếu f, g ∈ O(E) th̀ı

f ◦ g ∈ O(E).

Gia’ thiết thêm h ∈ O(E). Hiê’n nhiên ta có

(f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h).

Phà̂n tu.’ idE ∈ O(E) là d̄o.n vi. cu’a phép nhân trong O(E). Thâ. t vâ.y, vó.i mo. i

f ∈ O(E) ta có

idE ◦ f = f ◦ idE = f.

Ánh xa. ngu.o.. c f−1 cu’a f ∈ O(E) cũng là mô.t phép biến d̄ô’i tru.. c giao, tú.c là

f−1 ∈ O(E), và ta có

f ◦ f−1 = f−1 ◦ f = idE.

Mỗi phép biến d̄ô’i tru.. c giao d̄è̂u là mô. t tu.. d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh, ngh̃ıa là

O(E) ⊂ GL(E). Ho.n nũ.a, phép nhân trong O(E) là thu he.p cu’a phép nhân trong

GL(E). Vâ.y O(E) là mô. t nhóm con cu’a GL(E). 2
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D- i.nh ngh̃ıa 2.6 O(E) d̄u.o.. c go. i là nhóm biến d̄ô’i tru.. c giao cu’a không gian vécto.

Euclid E .

Mê.nh d̄è̂ sau d̄ây là hiê’n nhiên

Mê.nh d̄è̂ 2.7 Nếu ϕ là mô. t phép biến d̄ô’i tru.. c giao cu’a E th̀ı nó biến mỗi co. so.’

tru.. c chuâ’n thành mô. t co. so.’ tru.. c chuâ’n. Ngu.o.. c la. i, nếu tu.. d̄ò̂ng cấu ϕ : E → E

biến mô. t co. so.’ tru.. c chuâ’n nào d̄ó thành mô. t co. so.’ tru.. c chuâ’n th̀ı ϕ là mô. t phép

biến d̄ô’i tru.. c giao.

Gia’ su.’ (e1, ..., en) là mô. t co. so.’ tru.. c chuâ’n cu’a không gian vécto. Euclid E, và A

là ma trâ.n chuyê’n tù. co. so.’ d̄ó sang mô.t co. so.’ nào d̄ó (ε1, ..., εn) cu’a E. Nhu. vâ.y

(ε1...εn) = (e1...en)A.

D- iè̂u kiê.n cà̂n và d̄u’ d̄ê’ hê. (ε1, ..., εn) cũng là mô.t co. so.’ tru.. c chuâ’n cu’a E là

〈εi, εj〉 = 〈
∑
k

akiek,
∑
k

akjek〉

=
n∑

k=1

akiakj = δij (i, j = 1, ..., n).

Nói cách khác

AtA = En.

D- i.nh ngh̃ıa 2.8 Ma trâ.n thu.. c A vuông cấp n d̄u.o.. c go. i là tru.. c giao nếu AtA = En,

nói cách khác, nếu hê. vécto. cô. t cu’a A là mô. t hê. tru.. c chuâ’n trong Rn vó.i t́ıch vô

hu.́o.ng ch́ınh tắc.

Theo phân t́ıch o.’ trên, ta d̄ã chú.ng minh khă’ ng d̄i.nh sau d̄ây:

Mê.nh d̄è̂ 2.9 Gia’ su.’ A là ma trâ. n chuyê’n tù. mô. t co. so.’ tru.. c chuâ’n (e1, ..., en)

sang mô. t co. so.’ nào d̄ó (ε1, ..., εn). Khi d̄ó, (ε1, ..., εn) cũng là mô. t co. so.’ tru.. c chuâ’n

nếu và chı’ nếu A là mô. t ma trâ. n tru.. c giao.
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Mê.nh d̄è̂ 2.10 Gia’ su.’ A là mô. t ma trâ. n thu.. c, vuông cấp n. Khi d̄ó, các t́ınh chất

sau d̄ây là tu.o.ng d̄u.o.ng:

(i) A tru.. c giao.

(ii) A kha’ nghi.ch và A−1 = At.

(iii) Hê. vécto. hàng cu’a A là tru.. c chuâ’n trong Rn vó.i t́ıch vô hu.́o.ng ch́ınh tắc,

hay là

AAt = En.

Chú.ng minh: Gia’ su.’ AtA = En. Khi d̄ó (det A)2 = det(AtA) = det En = 1. Do

d̄ó ma trâ.n A kha’ nghi.ch. Nhân hai vế cu’a d̄ă’ ng thú.c AtA = En vó.i A−1 tù. bên

pha’i, ta thu d̄u.o.. c At = AtAA−1 = EnA
−1 = A−1. Bây giò. la. i nhân hai vế cu’a d̄ă’ ng

thú.c At = A−1 vó.i A tù. bên trái, ta nhâ.n d̄u.o.. c AAt = En. Nhu. vâ.y ta d̄ã chú.ng

minh rà̆ng (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii). Suy luâ.n ngu.o.. c la. i d̄u.o.. c tiến hành hoàn toàn tu.o.ng

tu.. . 2

Mê.nh d̄è̂ 2.11 Nếu ϕ là mô. t phép biến d̄ô’i tru.. c giao cu’a E th̀ı ma trâ. n cu’a nó

trong mỗi co. so.’ tru.. c chuâ’n cu’a E là mô. t ma trâ. n tru.. c giao. Ngu.o.. c la. i, nếu ϕ có

ma trâ. n trong mô. t co. so.’ tru.. c chuâ’n nào d̄ó cu’a E là mô. t ma trâ. n tru.. c giao th̀ı ϕ

là mô. t phép biến d̄ô’i tru.. c giao.

Chú.ng minh: Gia’ su.’ ϕ là mô. t phép biến d̄ô’i tru.. c giao và (e1, ..., en) là mô. t co. so.’

tru.. c chuâ’n cu’a E. Khi d̄ó (ϕ(e1), ..., ϕ(en)) cũng là mô. t co. so.’ tru.. c chuâ’n. Go. i A

là ma trâ.n cu’a ϕ trong co. so.’ (e1, ..., en). Khi d̄ó, A ch́ınh là ma trâ.n chuyê’n tù. co.

so.’ (e1, ..., en) tó.i co. so.’ (ϕ(e1), ..., ϕ(en)). Theo Mê.nh d̄è̂ 2.9, A là mô. t ma trâ.n tru.. c

giao.

Ngu.o.. c la. i, nếu ϕ có ma trâ.n A trong mô.t co. so.’ tru.. c chuâ’n nào d̄ó (e1, ..., en) là

mô. t ma trâ.n tru.. c giao, th̀ı cũng theo Mê.nh d̄è̂ 2.9 (ϕ(e1), ..., ϕ(en)) = (e1, ..., en)A

là mô. t co. so.’ tru.. c chuâ’n. Do d̄ó, ϕ là mô. t phép biến d̄ô’i tru.. c giao. 2
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Hê. qua’ 2.12 Tâ. p ho.. p O(n) các ma trâ. n tru.. c giao cấp n lâ. p nên mô. t nhóm d̄ối

vó.i phép nhân ma trâ. n. D- ó là mô. t nhóm con cu’a nhóm GL(n,R) các ma trâ. n thu.. c

cấp n kha’ nghi.ch.

Chú.ng minh: Cố d̄i.nh mô.t co. so.’ tru.. c chuâ’n (e1, ..., en) cu’a không gian vécto.

Euclid n chiè̂u E. Khi d̄ó, mỗi phà̂n tu.’ ϕ ∈ O(E) d̄u.o.. c d̄ă. t tu.o.ng ú.ng 1-1 vó.i ma

trâ.n cu’a nó Aϕ ∈ O(n) trong co. so.’ nói trên. Tu.o.ng ú.ng này ba’o toàn phép toán,

ngh̃ıa là

Aϕ◦ψ = Aϕ ◦ Aψ.

Vı̀ O(E) là mô. t nhóm, nên O(n) cũng vâ.y. Ngoài ra, ta có

GL(E) ←→ GL(n,R)

⋃ ⋃
O(E) ←→ O(n). 2

D- i.nh ngh̃ıa 2.13 O(n) d̄u.o.. c go. i là nhóm các ma trâ. n tru.. c giao cấp n.

Mê.nh d̄è̂ 2.14 Nếu A là mô. t ma trâ. n tru.. c giao th̀ı

det A = ±1.

Chú.ng minh: Tù. d̄ă’ ng thú.c AAt = En, ta có

1 = det En = det(AAt) = det A det At = (det A)2.

Kết qua’ là det A = ±1. 2

Mê.nh d̄è̂ 2.15 SO(E) = {ϕ ∈ O(E)| det ϕ = 1} và SO(n) = {A ∈ O(n)| det A =

1} là các nhóm con tu.o.ng ú.ng cu’a O(E) và O(n).
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Chú.ng minh: Nếu ϕ, ψ ∈ SO(E) th̀ı ϕψ ∈ O(E) và

det(ϕψ) = det ϕ · det ψ = 1 · 1 = 1.

Nhu. thế, theo d̄i.nh ngh̃ıa, ϕψ ∈ SO(E).

Nếu ϕ ∈ SO(E) th̀ı ϕ−1 ∈ O(E) và

det(ϕ−1) = (det ϕ)−1 = 1−1 = 1.

Tù. d̄ó ϕ−1 ∈ SO(E).

Tóm la. i SO(E) là mô. t nhóm con cu’a nhóm O(E).

Tru.̀o.ng ho.. p SO(n) d̄u.o.. c chú.ng minh tu.o.ng tu.. . 2

Kết qua’ là ta có biê’u d̄ò̂ sau d̄ây:

GL(E) ←→ GL(n,R)

⋃ ⋃
O(E) ←→ O(n)

⋃ ⋃
SO(E) ←→ SO(n) .

SO(E) d̄u.o.. c go. i là nhóm biến d̄ô’i tru.. c giao d̄ă. c biê. t cu’a E, còn SO(n) d̄u.o.. c

go. i là nhóm các ma trâ. n tru.. c giao d̄ă. c biê. t cấp n.

Bây giò. ta xét cấu trúc cu’a mô.t phép biến d̄ô’i tru.. c giao.

Mê.nh d̄è̂ 2.16 Nếu ϕ là mô. t phép biến d̄ô’i tru.. c giao, th̀ı mo. i giá tri. riêng (nếu

có) cu’a ϕ d̄è̂u bà̆ng ±1. Các không gian con riêng P1(ϕ) và P−1(ϕ) (nếu có) cu’a

ϕ (ú.ng vó.i các giá tri. riêng 1 và −1) tru.. c giao vó.i nhau.

Chú.ng minh: Gia’ su.’ α là mô. t vécto. riêng ú.ng vó.i giá tri. riêng λ cu’a ϕ, ngh̃ıa là

ϕ(α) = λα. Ta có

〈α, α〉 = 〈ϕ(α), ϕ(α)〉 = 〈λα, λα〉 = λ2〈α, α〉.
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Vı̀ α 6= 0, nên λ2 = 1. Do d̄ó, λ = ±1.

Gia’ su.’ α ∈ P1(ϕ), β ∈ P−1(ϕ). Ta có

〈α, β〉 = 〈ϕ(α), ϕ(β)〉 = 〈α,−β〉 = −〈α, β〉.

Tù. d̄ó 〈α, β〉 = 0 và α ⊥ β. 2

Mê.nh d̄è̂ 2.17 (i) A ∈ O(1) nếu và chı’ nếu A = (±1).

(ii) A ∈ O(2) nếu và chı’ nếu A là mô. t trong hai ma trâ. n da. ng sau d̄ây

A1 =

 cos ω − sin ω

sin ω cos ω

 , A2 =

 cos ω sin ω

sin ω − cos ω

 .

Ma trâ. n A1 chéo hoá d̄u.o.. c nếu và chı’ nếu ω = kπ vó.i k ∈ Z. Ma trâ. n A2

luôn chéo hoá d̄u.o.. c nhò. mô. t ma trâ. n tru.. c giao. Nói rõ ho.n, tò̂n ta. i Q ∈ O(2)

sao cho

Q−1A2Q =

 1 0

0 −1

 .

Chú.ng minh: (i) A = (a) ∈ O(1) nếu và chı’ nếu a2 = 1, tú.c là a = ±1.

(ii) Gia’ su.’ A =

 a c

b d

. Khi d̄ó, A ∈ O(2) nếu và chı’ nếu

a2 + b2 = 1, c2 + d2 = 1, ac + bd = 0.

Hai d̄ă’ ng thú.c cuối chú.ng to’ (c, d) là nghiê.m duy nhất cu’a hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến

t́ınh không suy biến  ax + by = 0,

cx + dy = 1.

Theo quy tắc Cramer, ta có

c =

det

 0 b

1 d


det A

= − b

det A
, d =

det

 a 0

c 1


det A

=
a

det A
.
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Ta xét hai tru.̀o.ng ho.. p:

Tru.̀o.ng ho.. p 1: det A = 1. Khi d̄ó c = −b, d = a. Kết qua’ là

A =

 a −b

b a

 , vó.i a2 + b2 = 1.

D- ă. t a = cos ω, b = sin ω, ta thu d̄u.o.. c

A =

 cos ω − sin ω

sin ω cos ω

 .

D- a thú.c d̄ă. c tru.ng cu’a A bà̆ng X2 − 2 cos ωX + 1. Nó có nghiê.m thu.. c nếu và chı’

nếu ∆′ = − sin2 ω ≥ 0, hay là ω = kπ vó.i k là mô. t số nguyên. Khi d̄ó

A =

 ±1 0

0 ±1

 .

Tru.̀o.ng ho.. p 2: det A = −1. Khi d̄ó c = b, d = −a, và

A =

 a b

b −a

 , vó.i a2 + b2 = 1.

D- ă. t a = cos ω, b = sin ω, ta có

A =

 cos ω sin ω

sin ω − cos ω

 .

D- a thú.c d̄ă. c tru.ng cu’a A là

det

 cos ω − X sin ω

sin ω − cos ω − X

 = X2−(cos2 ω+sin2 ω) = X2−1 = (X−1)(X+1).

Vâ.y A có hai giá tri. riêng là 1 và −1.

Gia’ su.’ ϕ là phép biến d̄ô’i tru.. c giao cu’a R2 có ma trâ.n là A trong co. so.’ ch́ınh

tắc. Go. i α và β là các vécto. riêng có d̄ô. dài bà̆ng d̄o.n vi. cu’a ϕ ú.ng vó.i các giá tri.

riêng 1 và −1. Ta biết rà̆ng α ⊥ β. Vâ.y (α, β) là mô. t co. so.’ tru.. c chuâ’n cu’a R2.
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Nếu Q là ma trâ.n chuyê’n tù. co. so.’ ch́ınh tắc cu’a R2 sang co. so.’ (α, β) th̀ı Q ∈ O(2)

và

Q−1AQ =

 1 0

0 −1

 . 2

Phép biến d̄ô’i tru.. c giao ϕ cu’a không gian vécto. Euclid hai chiè̂u E có ma trâ.n

da.ng  cos ω − sin ω

sin ω cos ω

 , hoă.c

 cos ω sin ω

sin ω − cos ω


trong mô.t co. so.’ tru.. c chuâ’n nào d̄ó d̄u.o.. c go. i thú. tu.. là phép quay góc ω xung quanh

gốc toa. d̄ô. và phép d̄ối xú.ng tru. c.

Mê.nh d̄è̂ 2.18 Gia’ su.’ ϕ là mô. t phép biến d̄ô’i tru.. c giao cu’a không gian vécto.

Euclid E. Khi d̄ó, nếu U ⊂ E là mô. t không gian vécto. con ϕ-ô’n d̄i.nh th̀ı U⊥ cũng

vâ. y.

Chú.ng minh: ϕ|U : U → U là mô. t phép biến d̄ô’i tru.. c giao, nên nó là mô. t d̄ă’ ng

cấu tuyến t́ınh. Nói riêng, ϕ(U) = U . Vó.i mỗi u ∈ U , có mô. t t ∈ U nào d̄ó sao cho

u = ϕ(t). Gia’ su.’ v ∈ U⊥. Ta có

〈ϕ(v), u〉 = 〈ϕ(v), ϕ(t)〉 = 〈v, t〉 = 0.

Ngh̃ıa là ϕ(v) ∈ U⊥. 2

Mê.nh d̄è̂ 2.19 Gia’ su.’ ϕ ∈ O(E), trong d̄ó E hũ.u ha. n chiè̂u. Khi d̄ó, tò̂n ta. i mô. t

co. so.’ tru.. c chuâ’n cu’a E sao cho ma trâ. n cu’a ϕ trong co. so.’ này có da. ng

Ep ⊕ (−Eq) ⊕

 cos ω1 − sin ω1

sin ω1 cos ω1

 ⊕ · · · ⊕

 cos ωr − sin ωr

sin ωr cos ωr
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=



· − − − ·

| 1 |

| . . . | 0

| 1 |

· − − − · − − − ·

| −1 |

| . . . |

| −1 |

· − − − ·

cos ω1 − sin ω1

sin ω1 cos ω1

0
. . .

cos ωr − sin ωr

sin ωr cos ωr



,

trong d̄ó ω1, ..., ωr là nhũ.ng số thu.. c khác kπ (k ∈ Z).

Chú.ng minh: Áp du.ng mê.nh d̄è̂ tru.́o.c và nhó. rà̆ng mỗi phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh

thu.. c d̄è̂u có không gian con ô’n d̄i.nh mô.t hoă.c hai chiè̂u, ta nhâ.n d̄u.o.. c phân t́ıch

tru.. c giao

E = U1 ⊕⊥ · · · ⊕⊥ Um,

trong d̄ó mỗi Ui là mô. t không gian con ϕ-ô’n d̄i.nh mô.t hoă.c hai chiè̂u. Bây giò. ta

áp du.ng Mê.nh d̄è̂ 2.17 cho ϕ|Ui
. Nhó. rà̆ng mo. i phép d̄ối xú.ng tru. c hoă.c phép quay

góc kπ d̄è̂u có thê’ chéo hoá d̄u.o.. c. Vı̀ thế, ϕ có ma trâ.n nhu. nói trong mê.nh d̄è̂

trong mô.t co. so.’ tru.. c chuâ’n nào d̄ó cu’a E. 2

D- i.nh ngh̃ıa 2.20 Ma trâ.n nói o.’ Mê.nh d̄è̂ 2.19

Ep ⊕ (−Eq) ⊕

 cos ω1 − sin ω1

sin ω1 cos ω1

 ⊕ · · · ⊕

 cos ωr − sin ωr

sin ωr cos ωr


d̄u.o.. c go. i là ma trâ. n tru.. c giao da. ng ch́ınh tắc.
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Hê. qua’ 2.21 Vó.i mỗi ma trâ. n tru.. c giao A cấp n, có mô. t ma trâ. n tru.. c giao Q

cùng cấp n sao cho Q−1AQ = QtAQ là ma trâ. n tru.. c giao da. ng ch́ınh tắc.

Vı́ du. : T̀ım da.ng ch́ınh tắc B cu’a ma trâ.n tru.. c giao

A =


2
3

−1
3

2
3

2
3

2
3

−1
3

−1
3

2
3

2
3

 .

và ma trâ.n tru.. c giao Q sao cho B = Q−1AQ.

Lò.i gia’ i: Tru.́o.c hết ta t̀ım d̄a thú.c d̄ă. c tru.ng cu’a A:

PA(X) = det


2
3
− X −1

3
2
3

2
3

2
3
− X −1

3

−1
3

2
3

2
3
− X

 = −(X − 1)(X2 − X + 1).

D- a thú.c này có 3 nghiê.m: X1 = 1, X2,3 = 1±
√

3i
2

.

Go. i ϕ là phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh cu’a R3 có ma trâ.n là A trong co. so.’ ch́ınh

tắc. Vécto. riêng e1 = (x, y, z)t cu’a ϕ ú.ng vó.i giá tri. riêng X1 = 1 là nghiê.m cu’a hê.

phu.o.ng tr̀ınh 
(2

3
− 1)x − 1

3
y + 2

3
z = 0

2
3
x + (2

3
− 1)y − 1

3
z = 0

−1
3
x + 2

3
y + (2

3
− 1)z = 0.

Tù. d̄ó suy ra x = y = z. Nếu ta d̄òi ho’ i thêm e1 có d̄ô. dài d̄o.n vi. th̀ı x = y = z =

± 1√
3
. Ta cho.n e1 = ( 1√

3
, 1√

3
, 1√

3
)t.

Tiếp theo, ta xét không gian ϕ-ô’n d̄i.nh hai chiè̂u ú.ng vó.i các nghiê.m phú.c liên

ho.. p X2,3 = 1±
√

3i
2

cu’a PA(X). Muốn thế, ta t̀ım nghiê.m phú.c cu’a hê. phu.o.ng tr̀ınh:
(2

3
− 1+

√
3i

2
)x − 1

3
y + 2

3
z = 0

2
3
x + (2

3
− 1+

√
3i

2
)y − 1

3
z = 0

−1
3
x + 2

3
y + (2

3
− 1+

√
3i

2
)z = 0.
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Hê. này có ho. nghiê.m phu. thuô.c mô.t tham số phú.c t:

x = −2t, y = (1 +
√

3i)t, z = (1 −
√

3i)t.

Cho.n t = 1 và tách riêng phà̂n thu.. c và phà̂n a’o cu’a vécto. nghiê.m, ta thu d̄u.o.. c hai

vécto.

e′2 = (−2, 1, 1)t, e′3 = (0,
√

3,−
√

3)t.

Hai véc to. này tru.. c giao vó.i nhau. Ta chuâ’n hoá chúng d̄ê’ có mô. t hê. tru.. c chuâ’n :

e2 = (−
√

2√
3
,

1√
6
,

1√
6
)t, e3 = (0,

1√
2
,− 1√

2
)t.

Theo chú.ng minh D- i.nh lý IV.2.2 ta có

(ϕ(e2) ϕ(e3)) = (e2 e3)

 1
2

√
3

2

−
√

3
2

1
2

 .

Nhu. vâ.y, trong co. so.’ tru.. c chuâ’n (e1, e2, e3) phép biến d̄ô’i ϕ có ma trâ.n da.ng ch́ınh

tắc

B =


1 0 0

0 1
2

√
3

2

0 −
√

3
2

1
2

 .

Ma trâ.n chuyê’n Q tù. co. so.’ ch́ınh tắc cu’a R3 sang co. so.’ tru.. c chuâ’n (e1, e2, e3) ch́ınh

là ma trâ.n tru.. c giao vó.i các cô. t là các vécto. to.a d̄ô. cu’a e1, e2, e3:

Q =


1√
3

−
√

2√
3

0

1√
3

1√
6

1√
2

1√
3

1√
6

− 1√
2

 .

Hiê’n nhiên là B = Q−1AQ.

3 Phép biến d̄ô’i liên ho.. p và phép biến d̄ô’i d̄ối

xú.ng

D- ê’ d̄i.nh ngh̃ıa d̄u.o.. c phép biến d̄ô’i liên ho.. p, ta cà̂n bô’ d̄è̂ sau d̄ây.
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Bô’ d̄è̂ 3.1 Gia’ su.’ ` : E → R là mô. t da. ng tuyến t́ınh trên không gian vécto. Euclid

hũ.u ha. n chiè̂u E. Khi d̄ó tò̂n ta. i duy nhất vécto. α ∈ E sao cho `(x) = 〈x, α〉 vó.i

mo. i x ∈ E.

Chú.ng minh: T́ınh duy nhất: Gia’ su.’ có các vécto. α, β ∈ E sao cho

`(x) = 〈x, α〉 = 〈x, β〉, ∀x ∈ E.

Khi d̄ó 〈x, α − β〉 = 0 vó.i mo. i x ∈ E. Nói riêng

|α − β|2 = 〈α − β, α − β〉 = 0.

Do d̄ó α = β. 2

Su.. tò̂n ta. i: Nếu ` = 0 th̀ı ta cho.n α = 0. Ngu.o.. c la. i, nếu ` 6= 0, th̀ı Im(`) = R.

Ta có

dim E = dim Ker` + dimR.

Ký hiê.u n = dim E, ta có dim Ker` = n − 1. Do d̄ó, không gian (Ker`)⊥ có số

chiè̂u bà̆ng 1. Go. i e ∈ (Ker`)⊥ là mô. t vécto. vó.i d̄ô. dài d̄o.n vi. |e| = 1. Nhu. thế,

e 6= 0, và (Ker`)⊥ = L(e). Ta d̄ă. t α = `(e) · e ∈ E. Mỗi x ∈ E d̄è̂u có phân t́ıch

x = te + z (t ∈ R, z ∈ Ker`).

Ta có

〈x, α〉 = 〈te + z, `(e) · e〉 = 〈te, `(e) · e〉 = t`(e)〈e, e〉

= t`(e) = `(te) = `(te + z) = `(x). 2

Hê. qua’ 3.2 Gia’ su.’ E là mô. t không gian vécto. Euclid hũ.u ha. n chiè̂u. Khi d̄ó ánh

xa. f : E → E∗ d̄ă. t tu.o.ng ú.ng mỗi α vó.i fα ∈ E∗ xác d̄i.nh bo.’ i hê. thú.c

fα(x) = 〈x, α〉, ∀x ∈ E

là mô. t d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh.
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Chú.ng minh: Rõ ràng fα xác d̄i.nh bo.’ i hê. thú.c trên là mô. t da.ng tuyến t́ınh trên

E. Ho.n nũ.a, dẽ̂ kiê’m tra rà̆ng fα+β = fα + fβ, α, β ∈ E,

faα = afα, a ∈ R, α ∈ E.

Nói cách khác, f : E → E∗ là mô. t ánh xa. tuyến t́ınh. Su.. tò̂n ta. i và t́ınh duy nhất

cu’a vécto. α nói o.’ bô’ d̄è̂ tru.́o.c chú.ng to’ f là mô. t d̄ă’ ng cấu. 2

Ánh xa. f d̄u.o.. c go. i là d̄ă’ ng cấu ch́ınh tắc giũ.a E và E∗. Nó d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa

không phu. thuô.c vào co. so.’ cu’a E. Nếu ta viết fα(x) du.́o.i da.ng 〈x, fα〉, trong d̄ó

〈·, ·〉 : E ×E∗ → R là ghép că.p d̄ối ngẫu giũ.a E và E∗, th̀ı hê. thú.c xác d̄i.nh fα tro.’

thành

〈x, fα〉 = 〈x, α〉.

Nhu. thế, d̄ă’ ng cấu f cho phép d̄ò̂ng nhất ghép că.p d̄ối ngẫu giũ.a E và E∗ vó.i t́ıch

vô hu.́o.ng trong E.

Bây giò. gia’ su.’ ϕ : E → E là mô. t phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh. Vó.i mỗi β cố d̄i.nh

trong E, tu.o.ng ú.ng

E → R

α 7→ 〈ϕ(α), β〉

là mô. t da.ng tuyến t́ınh trên E. Do d̄ó, theo Bô’ d̄è̂ 3.1, có duy nhất phà̂n tu.’ d̄u.o.. c

ký hiê.u là ϕ∗(β) trong E sao cho

〈ϕ(α), β〉 = 〈α, ϕ∗(β)〉.

Ta dẽ̂ kiê’m tra la. i rà̆ng ánh xa.

ϕ∗ : E → E

β 7→ ϕ∗(β)

là mô. t ánh xa. tuyến t́ınh.
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D- i.nh ngh̃ıa 3.3 ϕ∗ d̄u.o.. c go. i là phép biến d̄ô’i liên ho.. p cu’a ϕ.

Phép biến d̄ô’i liên ho.. p có nhũ.ng t́ınh chất sau d̄ây:

Mê.nh d̄è̂ 3.4 Vó.i mo. i ϕ, ψ ∈ L(E,E), a ∈ R, ta có

(i) (ϕ + ψ)∗ = ϕ∗ + ψ∗,

(aϕ)∗ = aϕ∗.

(ii) (ϕ∗)∗ = ϕ.

(iii) (ϕψ)∗ = ψ∗ϕ∗.

(iv) Nếu ϕ kha’ nghi.ch th̀ı ϕ∗ cũng vâ. y, và

(ϕ−1)∗ = (ϕ∗)−1.

Chú.ng minh: Ta chı’ chú.ng minh t́ınh chất (iii). Các phà̂n còn la. i d̄u.o.. c coi nhu.

bài tâ.p. Theo d̄i.nh ngh̃ıa, vó.i mo. i α, β ∈ E, ta có

〈ϕψ(α), β〉 = 〈α, (ϕψ)∗(β)〉.

Mă.t khác

〈ϕψ(α), β〉 = 〈ψ(α), ϕ∗(β)〉 = 〈α, ψ∗ϕ∗(β)〉.

Vı̀ 〈α, (ϕψ)∗(β)〉 = 〈α, ψ∗ϕ∗(β)〉 vói mo. i α, β ∈ E, cho nên ta có (ϕψ)∗ = ψ∗ϕ∗. 2

Mê.nh d̄è̂ 3.5 Nếu A là ma trâ. n cu’a ϕ trong mô. t co. so.’ tru.. c chuâ’n nào d̄ó cu’a

E, th̀ı At là ma trâ. n cu’a ϕ∗ trong cùng co. so.’ ấy.

Chú.ng minh: Gia’ su.’ ϕ và ϕ∗ có ma trâ.n là̂n lu.o.. t là A = (aij) và B = (bij) trong

co. so.’ tru.. c chuâ’n (e1, ..., en) cu’a E. Ta có

〈ϕ(ej), ei〉 = 〈
n∑

k=1

akjek, ei〉 =
n∑

k=1

akj〈ek, ei〉 = aij.
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Tu.o.ng tu..

〈ej, ϕ
∗(ei)〉 = 〈ϕ∗(ei), ej〉 = bji

D- iè̂u kiê.n 〈ϕ(ej), ei〉 = 〈ej, ϕ
∗(ei)〉 tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i aij = bji vó.i mo. i i, j, hay là

B = At. 2

D- i.nh ngh̃ıa sau d̄ây d̄u.a ra mô.t ló.p các ánh xa. tuyến t́ınh quan tro.ng.

D- i.nh ngh̃ıa 3.6 (i) Phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh ϕ : E → E d̄u.o.. c go. i là mô. t phép

biến d̄ô’i d̄ối xú.ng (hay tu.. liên ho.. p) nếu ϕ = ϕ∗, tú.c là

〈ϕ(α), β〉 = 〈α, ϕ(β)〉, ∀α, β ∈ E.

(ii) Ma trâ.n vuông A d̄u.o.. c go. i là d̄ối xú.ng nếu A = At.

Hê. qua’ 3.7 Nếu phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh ϕ : E → E là d̄ối xú.ng th̀ı ma trâ. n cu’a

nó trong mo. i co. so.’ tru.. c chuâ’n cu’a E là ma trâ. n d̄ối xú.ng. Ngu.o.. c la. i, nếu phép

biến d̄ô’i tuyến t́ınh ϕ có ma trâ. n d̄ối xú.ng trong mô. t co. so.’ tru.. c chuâ’n nào d̄ó cu’a

E th̀ı ϕ là d̄ối xú.ng.

Chú.ng minh: Ta dùng các ký hiê.u cu’a mê.nh d̄è̂ tru.́o.c. Khi d̄ó, ϕ d̄ối xú.ng (tú.c

là ϕ = ϕ∗) nếu và chı’ nếu A = At. 2

Mê.nh d̄è̂ 3.8 Các không gian con riêng ú.ng vó.i nhũ.ng giá tri. riêng khác nhau

cu’a mô. t phép biến d̄ô’i d̄ối xú.ng là tru.. c giao vó.i nhau.

Chú.ng minh: Gia’ su.’ α và β là các vécto. riêng cu’a phép biến d̄ô’i d̄ối xú.ng ϕ ú.ng

vó.i các giá tri. riêng khác nhau λ và µ. Ngh̃ıa là ϕ(α) = λα, ϕ(β) = µβ (λ 6= µ). Ta

có

〈ϕ(α), β〉 = 〈α, ϕ(β)〉

⇐⇒ 〈λα, β〉 = 〈α, µβ〉

⇐⇒ (λ − µ)〈α, β〉 = 0

⇐⇒ 〈α, β〉 = 0. 2

217



Mê.nh d̄è̂ 3.9 Mo. i giá tri. riêng cu’a mô. t ma trâ. n thu.. c d̄ối xú.ng bất kỳ d̄è̂u là số

thu.. c.

Chú.ng minh: Gia’ su.’ A = (aij) là mô. t ma trâ.n thu.. c d̄ối xú.ng bất kỳ, có cấp n.

Gia’ su.’ λ là mô. t nghiê.m phú.c cu’a phu.o.ng tr̀ınh d̄ă.c tru.ng

det(A − XEn) = 0.

Hê. phu.o.ng tr̀ınh
∑n

j=1 aijxj − λxi = 0 (i = 1, ..., n) có d̄i.nh thú.c det(A− λEn) = 0,

nên hê. d̄ó có mô. t nghiê.m phú.c không tà̂m thu.̀o.ng (b1, ..., bn). Tú.c là

n∑
j=1

aijbj = λbi (i = 1, ..., n).

Nhân hai vế cu’a d̄ă’ ng thú.c trên vó.i liên ho.. p phú.c bi cu’a bi rò̂i cô.ng la. i theo i, ta

có
n∑

i,j=1

aijbjbi = λ
n∑

i=1

bibi = λ(
n∑

i=1

|bi|2).

Hê. số
∑n

i=1 |bi|2 là mô. t số thu.. c, nên d̄ê’ chú.ng minh λ là thu.. c ta chı’ cà̂n chú.ng minh

vế trái cũng là mô.t số thu.. c. Ta có

∑n
i,j=1 aijbjbi =

∑n
i,j=1 aijbjbi =

∑n
i,j=1 aijbjbi

=
∑n

i,j=1 ajibjbi (do A d̄ối xú.ng)

=
∑n

i,j=1 aijbibj =
∑n

i,j=1 aijbjbi. 2

Bô’ d̄è̂ 3.10 Gia’ su.’ ϕ là mô. t phép biến d̄ô’i d̄ối xú.ng cu’a E. Nếu U là mô. t không

gian vécto. con ϕ-ô’n d̄i.nh cu’a E th̀ı U⊥ cũng vâ. y.

Chú.ng minh: Nếu u ∈ U th̀ı ϕ(u) ∈ U . Vó.i mo. i v ∈ U⊥, ta có

〈u, ϕ(v)〉 = 〈ϕ(u), v〉 = 0.

Do d̄ó ϕ(v) ∈ U⊥. 2

D- i.nh lý 3.11 Phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh ϕ cu’a không gian vécto. Euclid hũ.u ha. n

chiè̂u E là d̄ối xú.ng nếu và chı’ nếu có mô. t co. so.’ tru.. c chuâ’n cu’a E gò̂m toàn

nhũ.ng vécto. riêng cu’a ϕ.
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Chú.ng minh: Nếu E có mô. t co. so.’ tru.. c chuâ’n gò̂m nhũ.ng vécto. riêng cu’a ϕ th̀ı

ma trâ.n cu’a ϕ trong co. so.’ d̄ó là mô. t ma trâ.n chéo, và do d̄ó d̄ối xú.ng. Vı̀ thế ϕ

d̄ối xú.ng.

Ngu.o.. c la. i, gia’ su.’ ϕ d̄ối xú.ng, ta sẽ chú.ng minh bà̆ng quy na.p theo n = dim E

rà̆ng có mô.t co. so.’ tru.. c chuâ’n cu’a E gò̂m toàn nhũ.ng vécto. riêng cu’a ϕ. Kết luâ.n

là hiê’n nhiên vó.i n = 1, v̀ı khi d̄ó mỗi vécto. khác 0 trong E d̄è̂u là vécto. riêng cu’a

ϕ. Gia’ su.’ quy na.p rà̆ng kết luâ.n d̄úng vó.i mo. i không gian có số chiè̂u nho’ ho.n n.

Theo Mê.nh d̄è̂ 3.9, ϕ có mô.t giá tri. riêng thu.. c λ1. Go. i e1 là mô. t vécto. riêng có

d̄ô. dài bà̆ng 1, ú.ng vó.i giá tri. riêng λ1. Khi d̄ó L(e1) là mô. t không gian vécto. con

ϕ-ô’n d̄i.nh. Theo bô’ d̄è̂ trên, không gian L(e1)
⊥ cũng là ϕ-ô’n d̄i.nh. Ngoài ra, ta có

dimL(e1)
⊥ = dim E − 1 = n − 1 < n.

Theo gia’ thiết quy na.p, có mô.t co. so.’ tru.. c chuâ’n (e2, ..., en) cu’a L(e1)
⊥ gò̂m toàn

nhũ.ng vécto. riêng cu’a ϕ. Khi d̄ó (e1, e2, ..., en) là co. so.’ tru.. c chuâ’n cu’a E cũng gò̂m

toàn nhũ.ng vécto. riêng cu’a ϕ. 2

Hê. qua’ 3.12 Mo. i ma trâ. n thu.. c d̄ối xú.ng d̄è̂u chéo hoá d̄u.o.. c nhò. các ma trâ. n

tru.. c giao. Cu. thê’ ho.n, nếu A là mô. t ma trâ. n thu.. c d̄ối xú.ng, th̀ı tò̂n ta. i ma trâ. n

tru.. c giao Q d̄ê’ cho

B = Q−1AQ = QtAQ

là mô. t ma trâ. n chéo.

Chú.ng minh: Cho.n mô.t không gian vécto. Euclid E số chiè̂u n, là số hàng và số

cô. t cu’a ma trâ.n A. Go. i ϕ là tu.. d̄ò̂ng cấu cu’a E nhâ.n A làm ma trâ.n trong mô.t co.

so.’ tru.. c chuâ’n nào d̄ó (e1, ..., en) cu’a E. Khi d̄ó ϕ là mô. t phép biến d̄ô’i d̄ối xú.ng,

v̀ı A là d̄ối xú.ng.

Theo D- i.nh lý 3.11, có mô.t co. so.’ tru.. c chuâ’n (ε1, ..., εn) cu’a E gò̂m toàn nhũ.ng

vécto. riêng cu’a ϕ. Ma trâ.n B cu’a ϕ trong co. so.’ này tất nhiên là mô. t ma trâ.n chéo.
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Bây giò. go. i Q là ma trâ.n chuyê’n tù. co. so.’ tru.. c chuâ’n (e1, ..., en) sang co. so.’ tru.. c

chuâ’n (ε1, ..., εn). Khi d̄ó, Q là mô. t ma trâ.n tru.. c giao. Ho.n nũ.a, ta có

B = Q−1AQ = QtAQ. 2

Vı́ du. : T̀ım mô.t ma trâ.n tru.. c giao Q làm chéo hoá ma trâ.n d̄ối xú.ng sau d̄ây:

A =



1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1


.

Lò.i gia’ i: Tru.́o.c hết ta t̀ım d̄a thú.c d̄ă. c tru.ng cu’a A:

det



1 − X 1 1 1

1 1 − X −1 −1

1 −1 1 − X −1

1 −1 −1 1 − X


= (X − 2)3(X + 2).

Sau d̄ó, ta t̀ım vécto. riêng cu’a A ú.ng vó.i giá tri. riêng λ4 = −2:

(A + 2E4)



x

y

z

t


=



3x + y + z + t

x + 3y − z − t

x − y + 3z − t

x − y − z + 3t


=



0

0

0

0


.

Hê. này có ho. nghiê.m phu. thuô.c mô.t tham số −x = y = z = t. Vécto. e4 =

(−1
2
, 1

2
, 1

2
, 1

2
)t thoa’ mãn hê. phu.o.ng tr̀ınh d̄ó và có d̄ô. dài bà̆ng d̄o.n vi..

Tiếp theo, ta t̀ım các vécto. riêng cu’a A ú.ng vó.i giá tri. riêng λ1 = λ2 = λ3 = 2:

(A − 2E4)



x

y

z

t


=



−x + y + z + t

x − y − z − t

x − y − z − t

x − y − z − t


=



0

0

0

0


.
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Hê. này tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i chı’ mô.t phu.o.ng tr̀ınh

x − y − z − t = 0.

Nếu cho.n x = y th̀ı z = −t. Ta muốn t̀ım các vécto. riêng có d̄ô. dài bà̆ng d̄o.n vi.,

tú.c là x2 + y2 + z2 + t2 = 2x2 + 2z2 = 1. Do d̄ó x2 + z2 = 1
2
. Tù. d̄ây ta có thê’ cho.n

hai vécto. riêng d̄ô.c lâ.p tuyến t́ınh e1, e2 vó.i các toa. d̄ô. tu.o.ng ú.ng là

x1 = y1 = z1 = 1
2
, t1 = −1

2
,

và x2 = y2 = t2 = 1
2
, z2 = −1

2
.

May mắn, hai vécto. này tru.. c giao vó.i nhau. (Nếu trái la. i, ta tiến hành tru.. c giao

hoá chúng). Cuối cùng, ta t̀ım vécto. riêng e3 ú.ng vó.i λ = 2 bà̆ng cách d̄òi ho’ i nó

tru.. c giao vó.i hai vécto. e1, e2, tú.c là thoa’ mãn thêm hai phu.o.ng tr̀ınh x + y + z − t = 0,

x + y − z + t = 0.

Ngoài ra, ta muốn |e3| = 1. Tù. d̄ó, e3 có các toa. d̄ô. x3 = z3 = t3 = 1
2
, y3 = −1

2
.

Ma trâ.n cà̂n t̀ım Q có các vécto. cô. t ch́ınh là các vécto. riêng (e1, e2, e3, e4):

Q =



1
2

1
2

1
2

−1
2

1
2

1
2

−1
2

1
2

1
2

−1
2

1
2

1
2

−1
2

1
2

1
2

1
2


.

Ta có

B = Q−1AQ = QtAQ =



2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 −2


.

4 Vài nét vè̂ không gian Unita

Trong tiết này ta nói vài nét vè̂ nhũ.ng thay d̄ô’i cà̂n thiết khi nghiên cú.u viê.c d̄o

d̄ô. dài cu’a các vécto. trong mô.t không gian vécto. phú.c. Trong nhũ.ng không gian
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nhu. thế, ta không d̄i.nh ngh̃ıa d̄u.o.. c khái niê.m góc giũ.a hai vécto. bất kỳ. Tuy thế,

khái niê.m tru.. c giao th̀ı vẫn có ngh̃ıa.

Gia’ su.’ E là mô. t không gian vécto. phú.c.

D- i.nh ngh̃ıa 4.1 Mô.t hàm η : E × E → C d̄u.o.. c go. i là mô. t da. ng Hermit trên E

nếu nó thoa’ mãn hai d̄iè̂u kiê.n sau d̄ây:

(1) η tuyến t́ınh d̄ối vó.i biến thú. nhất:

η(α1 + α2, β) = η(α1, β) + η(α2, β) ∀α1, α2, β ∈ E,

η(aα, β) = aη(α, β), ∀a ∈ C, α, β ∈ E.

(2) η là mô. t hàm liên lo.. p d̄ối xú.ng:

η(β, α) = η(α, β), ∀α, β ∈ E,

trong d̄ó η(α, β) là liên ho.. p phú.c cu’a η(α, β).

Mỗi da.ng Hermit d̄è̂u liên ho.. p tuyến t́ınh d̄ối vó.i biến thú. hai. Tú.c là

η(α, β1 + β2) = η(α, β1) + η(α, β2) ∀α, β1, β2 ∈ E,

η(α, bβ) = bη(α, β), ∀b ∈ C, α, β ∈ E.

Thâ.t vâ.y:

η(α, β1 + β2) = η(β1 + β2, α) = η(β1, α) + η(β2, α)

= η(β1, α) + η(β2, α) = η(α, β1) + η(α, β2).

η(α, bβ) = η(bβ, α) = bη(β, α)

= b η(β, α) = bη(α, β).

D- ă.c biê.t, lấy α = β, ta có

η(α, α) = η(α, α).

Vı̀ thế, η(α, α) là mô. t số thu.. c, vó.i mo. i α ∈ E.
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D- i.nh ngh̃ıa 4.2 Da.ng Hermit η d̄u.o.. c go. i là mô. t t́ıch vô hu.́o.ng nếu nó có t́ınh xác

d̄i.nh du.o.ng:

η(α, α) ≥ 0, ∀α ∈ E,

η(α, α) = 0 ⇐⇒ α = 0.

Không gian vécto. phú.c E cùng vó.i mô. t t́ıch vô hu.́o.ng d̄ã cho trên E d̄u.o.. c go. i là

mô. t không gian Unita.

Khi d̄ó η(α, β) d̄u.o.. c go. i là t́ıch vô hu.́o.ng cu’a α và β, và thu.̀o.ng d̄u.o.. c ký hiê.u

bo.’ i 〈α, β〉.

Nhâ.n xét: Không thê’ d̄i.nh ngh̃ıa t́ıch vô hu.́o.ng trên không gian vécto. phú.c nhu.

mô.t da.ng song tuyến t́ınh, d̄ối xú.ng và xác d̄i.nh du.o.ng. Lý do d̄o.n gia’n là v̀ı không

tò̂n ta. i mô. t da.ng nhu. vâ.y. Thâ. t thế, nếu 〈·, ·〉 là mô. t da.ng song tuyến t́ınh, d̄ối

xú.ng và xác d̄i.nh du.o.ng th̀ı

〈aα, aα〉 = a2〈α, α〉, ∀a ∈ C, α ∈ E.

Nếu 〈α, α〉 là mô. t số thu.. c du.o.ng th̀ı a2〈α, α〉 không thu.. c, chă’ ng ha.n vó.i a =
√

i,

trong d̄ó i là d̄o.n vi. a’o.

Vı́ du. : Không gian Cn là mô. t không gian Unita vó.i t́ıch vô hu.́o.ng ch́ınh tắc d̄i.nh

ngh̃ıa nhu. sau:

〈α, β〉 = x1y1 + · · · + xnyn,

trong d̄ó α = (x1, ..., xn)t, β = (y1, ..., yn)t.

Trong không gian Unita E, số thu.. c không âm |α| =
√
〈α, α〉 d̄u.o.. c go. i là d̄ô. dài

cu’a vécto. α.

Bất d̄ă’ ng thú.c Cauchy-Schwarz vẫn còn d̄úng trong các không gian Unita. Tuy

thế, ty’ số 〈α,β〉
|α||β| nói chung là mô.t số phú.c mà không là số thu.. c, nên ta không d̄i.nh

ngh̃ıa d̄u.o.. c góc giũ.a hai véc to. khác 0 bất kỳ.

Mă.c dà̂u vâ.y, ta vẫn nói α tru.. c giao vó.i β và viết α ⊥ β nếu 〈α, β〉 = 0.
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Mo.i không gian unita d̄è̂u có co. so.’ tru.. c chuâ’n. D- iè̂u này có thê’ d̄u.o.. c chú.ng

minh bằng cách tru.. c giao hoá Shmidt mô.t co. so.’ tuỳ ý cu’a E d̄ê’ xây du.. ng mô.t co.

so.’ tru.. c giao, rò̂i chuâ’n hoá d̄ê’ có mô. t co. so.’ tru.. c chuâ’n cu’a E.

D- i.nh ngh̃ıa 4.3 Tu.. d̄ò̂ng cấu f : E → E d̄u.o.. c go. i là mô. t biến d̄ô’i unita nếu f

ba’o toàn t́ıch vô hu.́o.ng:

〈f(α), f(β)〉 = 〈α, β〉, ∀α, β ∈ E.

Mô.t phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh là unita nếu và chı’ nếu nó biến mỗi co. so.’ tru.. c

chuâ’n thành mô.t co. so.’ tru.. c chuâ’n.

Gia’ su.’ A = (aij) là mô. t ma trâ.n phú.c vuông cấp n. Ma trâ.n phu. ho.. p phú.c

A∗ = (a∗
ij) cu’a A d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau:

a∗
ij = aji.

D- i.nh ngh̃ıa 4.4 A d̄u.o.. c go. i là mô. t ma trâ. n unita nếu AA∗ = A∗A = En.

Ma trâ.n chuyê’n giũ.a hai co. so.’ tru.. c chuâ’n bất kỳ cu’a E là mô. t ma trâ.n unita.

Mô.t phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh là unita nếu và chı’ nếu ma trâ.n cu’a nó trong mỗi

co. so.’ tru.. c chuâ’n cu’a E là mô. t ma trâ.n unita.

Khác vó.i các phép biến d̄ô’i tru.. c giao, mo. i phép biến d̄ô’i unita d̄è̂u chéo hoá

d̄u.o.. c. D- iè̂u này là hê. qua’ cu’a t́ınh d̄óng d̄a. i số cu’a tru.̀o.ng số phú.c. Mo. i giá tri.

riêng cu’a mô.t phép biến d̄ô’i unita d̄è̂u có môd̄un bà̆ng 1.

D- i.nh ngh̃ıa 4.5 Phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh f : E → E d̄u.o.. c go. i là tu.. liên ho.. p nếu

〈f(α), β〉 = 〈α, f(β)〉, ∀α, β ∈ E.

Ma trâ.n A d̄u.o.. c go. i là tu.. liên ho.. p nếu A = A∗.

Mô.t phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh là tu.. liên ho.. p nếu và chı’ nếu ma trâ.n cu’a nó

trong mỗi co. so.’ tru.. c chuâ’n cu’a E là mô. t ma trâ.n tu.. liên ho.. p.
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Mỗi phép biến d̄ô’i tu.. liên ho.. p cu’a E d̄è̂u có mô. t co. so.’ tru.. c chuâ’n cu’a E gò̂m

toàn nhũ.ng vécto. riêng cu’a nó. Mo. i giá tri. riêng cu’a các phép biến d̄ô’i tu.. liên ho.. p

d̄è̂u thu.. c.

Hê. qua’ là mo. i ma trâ.n tu.. liên ho.. p A d̄è̂u có mô.t ma trâ.n unita C sao cho

C∗AC = C−1AC là ma trâ.n chéo, vó.i các phà̂n tu.’ trên d̄u.̀o.ng chéo d̄è̂u thu.. c.

Bài tâ.p

1. Chú.ng minh rà̆ng các vécto. (1,−2, 2,−3) và (2,−3, 2, 4) tru.. c giao vó.i nhau.

Bô’ sung hê. vécto. d̄ó d̄ê’ thu d̄u.o.. c mô. t co. so.’ tru.. c giao cu’a không gian.

2. Bô’ sung hê. gò̂m 2 vécto. (1
2
, 1

2
, 1

2
, 1

2
) và (1

2
, 1

2
,−1

2
,−1

2
) d̄ê’ thu d̄u.o.. c mô.t co. so.’

tru.. c chuâ’n cu’a không gian.

3. Dùng phép tru.. c giao hoá d̄ê’ xây du.. ng mô.t co. so.’ tru.. c giao cu’a không gian

con sinh bo.’ i các vécto. sau d̄ây:

(2, 1, 3,−1), (7, 4, 3, 3), (1, 1,−6, 0), (5, 7, 7, 8).

4. T̀ım mô.t co. so.’ tru.. c giao cho phà̂n bù tru.. c giao U⊥ cu’a không gian con U

trong R4 sinh bo.’ i các vécto. sau d̄ây:

α1 = (1, 0, 2, 1), α2 = (2, 1, 2, 3), α3 = (0, 1,−2, 1).

5. Không gian vécto. con U d̄u.o.. c xác d̄i.nh bo.’ i hê. phu.o.ng tr̀ınh

2x1 + x2 + 3x3 − x4 = 0,

3x1 + 2x2 − 2x4 = 0,

3x1 + x2 + 9x3 − x4 = 0.

T̀ım hê. phu.o.ng tr̀ınh xác d̄i.nh phà̂n bù tru.. c giao U⊥ cu’a U trong R4.
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6. Xác d̄i.nh h̀ınh chiếu tru.. c giao cu’a vécto. α = (4,−1,−3, 4) lên không gian con

U sinh bo.’ i các vécto.

α1 = (1, 1, 1, 1), α2 = (1, 2, 2,−1), α3 = (1, 0, 0, 3).

7. Xác d̄i.nh h̀ınh chiếu tru.. c giao cu’a vécto. α = (7,−4,−1, 2) lên không gian con

U xác d̄i.nh bo.’ i hê. phu.o.ng tr̀ınh

2x1 + x2 + x3 + 3x4 = 0,

3x1 + 2x2 + 2x3 + x4 = 0,

x1 + 2x2 + 2x3 − 9x4 = 0.

8. T̀ım khoa’ng cách tù. vécto. α = (2, 4,−4, 2) tó.i phă’ ng d̄u.o.. c xác d̄i.nh bo.’ i hê.

phu.o.ng tr̀ınh:

x1 + 2x2 + x3 − x4 = 1,

x1 + 3x2 + x3 − 3x4 = 2.

9. Chú.ng minh rà̆ng khoa’ng cách d tù. vécto. α tó.i phă’ ng β + U , trong d̄ó U là

không gian con có co. so.’ (α1, ..., αk), nghiê.m d̄úng công thú.c

d2 =
G(α1, ..., αk, α − β)

G(α1, ..., αk)
.

O
.’ d̄ây

G(α1, ..., αk) = det(〈αi, αj〉)k×k

là d̄i.nh thú.c Gram (còn go. i là d̄i.nh thú.c Gram - Shmidt) cu’a hê. vécto.

(α1, ..., αk).

10. T̀ım khoa’ng cách giũ.a hai phă’ ng α + U và β + V , trong d̄ó α = (4, 5, 3, 2)

β = (1,−2, 1,−3), không gian con U sinh bo.’ i các vécto.

(1, 2, 2, 2) và (2,−2, 1, 2),

và không gian con V sinh bo.’ i các vécto.

(2, 0, 2, 1) và (1,−2, 0,−1).
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11. Cho các vécto. α và β trong không gian vécto. Euclid E. Chú.ng minh rà̆ng:

(a) α = aβ vó.i số thu.. c nào d̄ó a > 0 nếu và chı’ nếu góc giũ.a hai vécto. α

và β bà̆ng 0;

(b) α = aβ vó.i số thu.. c nào d̄ó a < 0 nếu và chı’ nếu góc giũ.a hai vécto. α

và β bà̆ng π.

12. Chú.ng minh rà̆ng góc giũ.a vécto. α vó.i các vécto. β ∈ L, trong d̄ó L là mô. t

không gian vécto. con, d̄a.t giá tri. nho’ nhất khi β là h̀ınh chiếu vuông góc β0

cu’a α lên L. D- ă’ ng thú.c cos 6 (α, β) = cos 6 (α, β0), trong d̄ó β ∈ L, xa’y ra nếu

và chı’ nếu β = aβ0 vó.i số thu.. c nào d̄ó a > 0.

13. Ta go. i góc giũ.a α và h̀ınh chiếu vuông góc cu’a nó lên L là góc giũ.a α và L

(xem bài tâ.p tru.́o.c). T̀ım góc giũ.a α = (1, 0, 3, 0) và không gian con L sinh

bo.’ i các vécto. sau d̄ây:

(5, 3, 4,−3), (1, 1, 4, 5), (2,−1, 1, 2).

14. Cho mô.t hê. vécto. d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh (e1, ..., ek) và hai hê. vécto. tru.. c giao

(f1, ..., fk) và (g1, ..., gk) sao cho các vécto. fs và gs biê’u thi. tuyến t́ınh d̄u.o.. c

qua các vécto. e1, ..., es (vó.i s = 1, 2, ..., k). Chú.ng minh rà̆ng fs = asgs trong

d̄ó as là mô. t số thu.. c khác không (s = 1, 2, ..., k).

15. Xét t́ıch vô hu.́o.ng sau d̄ây trong không gian R[X]n các d̄a thú.c thu.. c có bâ.c

không vu.o.. t quá n:

〈f, g〉 =
∫ 1

−1
f(X)g(X)dX.

Chú.ng minh rằng nếu áp du.ng quá tr̀ınh tru.. c giao hoá vào co. so.’ (1, X, ..., Xn)

cu’a không gian nói trên th̀ı ta thu d̄u.o.. c hê. d̄a thú.c chı’ khác vó.i các d̄a thú.c

Legendre sau d̄ây các nhân tu.’ thu.. c khác không:

P0(X) = 1, Pk(X) =
1

2kk!

dk

dXk
[(X2 − 1)k],

vó.i (k = 1, 2, ..., n). T̀ım các nhân tu.’ d̄ó.
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16. Chú.ng minh rà̆ng d̄i.nh thú.c Gram G(α1, ..., αk) = det(〈αi, αj〉)k×k không thay

d̄ô’i sau quá tr̀ınh tru.. c giao hoá. Cu. thê’, gia’ su.’ (e1, ..., ek) là kết qua’ cu’a quá

tr̀ınh tru.. c giao hoá áp du.ng cho hê. vécto. (α1, ..., αk). Khi d̄ó

G(α1, ..., αk) = G(e1, ..., ek) = 〈e1, e1〉〈e2, e2〉 · · · 〈ek, ek〉.

(Trên co. so.’ d̄ó, ngu.̀o.i ta go. i
√

G(α1, ..., αk) là thê’ t́ıch k-chiè̂u cu’a h̀ınh hô.p

vó.i các ca.nh α1, ..., αk.)

17. Chú.ng minh rà̆ng các vécto. α1, ..., αk d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh nếu và chı’ nếu

G(α1, ..., αk) 6= 0.

18. Chú.ng minh rà̆ng nếu (e1, ..., ek) là kết qua’ cu’a quá tr̀ınh tru.. c giao hoá áp

du.ng cho hê. vécto. (α1, ..., αk) th̀ı

|ek|2 =
G(α1, ..., αk)

G(α1, ..., αk−1)
,

vó.i k = 1, 2, ..., n. (D- i.nh thú.c Gram cu’a mô.t hê. gò̂m không vécto. d̄u.o.. c qui

u.́o.c coi là bà̆ng 1.)

19. Chú.ng minh bất d̄ă’ ng thú.c

0 ≤ G(α1, ..., αk) ≤ |α1|2 · · · |αk|2,

trong d̄ó dấu bà̆ng xa’y ra o.’ bất d̄ă’ ng thú.c thú. hai nếu và chı’ nếu các vécto.

α1, ..., αk d̄ôi mô. t tru.. c giao hoă.c ı́t nhất mô.t trong các vécto. d̄ó bà̆ng 0.

20. Chú.ng minh bất d̄ă’ ng thú.c

G(α1, ..., αk, β1, ..., β`) ≤ G(α1, ..., αk)G(β1, ..., β`),

trong d̄ó dấu bà̆ng xa’y ra nếu và chı’ nếu

〈αi, βj〉 = 0 (i = 1, ..., k; j = 1, ..., `)

hoă.c mô.t trong các vécto. α1, ..., αk, β1, ..., β` bà̆ng 0.
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21. Các co. so.’ (e1, ..., en) và f1, ..., fn) cu’a mô.t không gian vecto. Euclid d̄u.o.. c go. i

là nghi.ch d̄a’o cu’a nhau nếu

〈ei, fj〉 =

 1 nếu i = j,

0 nếu i 6= j.

Chú.ng minh rà̆ng tò̂n ta. i duy nhất co. so.’ nghi.ch d̄a’o d̄ối vó.i mỗi co. so.’

(e1, ..., en).

22. Cho hai hê. vécto. (α1, ..., αk) và (β1, ..., βk) cu’a mô.t không gian vécto. Euclid

E. Chú.ng minh rà̆ng tò̂n ta. i mô.t tu.. d̄ò̂ng cấu tru.. c giao ϕ cu’a E sao cho

ϕ(αi) = βi (i = 1, 2, ..., k) nếu và chı’ nếu các ma trâ.n Gram cu’a hai hê. vécto.

d̄ó trùng nhau:

(〈αi, αj〉)k×k = (〈βi, βj〉)k×k.

23. Phép biến d̄ô’i tru.. c giao ϕ có ma trâ.n là A nhu. du.́o.i d̄ây trong mô.t co. so.’ tru.. c

chuâ’n nào d̄ó. Hãy t̀ım mô.t co. so.’ tru.. c chuâ’n sao cho ma trâ.n B cu’a ϕ trong

co. so.’ d̄ó có da.ng ch́ınh tắc, và t̀ım ma trâ.n B:

(a) A =


2
3

2
3

−1
3

2
3

−1
3

2
3

−1
3

2
3

2
3

 , (b) A =


1
2

1
2

−1
2

√
2

1
2

1
2

1
2

√
2

1
2

√
2 −1

2

√
2 0

 .

24. T̀ım da.ng ch́ınh tắc B cu’a ma trâ.n tru.. c giao A sau d̄ây và ma trâ.n tru.. c giao

Q sao cho B = Q−1AQ:

(a) A =


2
3

−1
3

2
3

2
3

2
3

−1
3

−1
3

2
3

2
3

 , (b) A =



1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

−1
2

−1
2

−1
2

1
2

−1
2

1
2

−1
2

1
2

1
2

−1
2


.

25. Chú.ng minh toàn bô. Mê.nh d̄è̂ 3.4.
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26. Gia’ su.’ (e1, e2) là mô. t co. so.’ tru.. c chuâ’n cu’a mă.t phă’ ng và tu.. d̄ò̂ng cấu ϕ có

ma trâ.n A =

 1 2

1 −1

 trong co. so.’ gò̂m f1 = e1 và f2 = e1 + e2. T̀ım ma

trâ.n cu’a tu.. d̄ò̂ng cấu liên ho.. p ϕ∗ trong cùng co. so.’ (f1, f2).

27. Phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh ϕ cu’a không gian vécto. Euclid R3 có ma trâ.n là

A =


1 1 3

0 5 −1

2 7 −3


trong co. so.’ gò̂m các vécto. f1 = (1, 2, 1), f2 = (1, 1, 2), f3 = (1, 1, 0). T̀ım ma

trâ.n cu’a phép biến d̄ô’i liên ho.. p ϕ∗ trong cùng co. so.’ d̄ó.

28. T̀ım ma trâ.n cu’a phép biến d̄ô’i liên ho.. p ϕ∗ trong co. so.’ ch́ınh tắc cu’a R3 nếu

ϕ biến các vécto. α1 = (0, 0, 1), α2 = (0, 1, 1), α3 = (1, 1, 1) tu.o.ng ú.ng thành

các vécto. β1 = (1, 2, 1), β2 = (3, 1, 2), β3 = (7,−1, 4).

29. Cho mô.t phân t́ıch cu’a không gian vécto. Euclid E thành tô’ng tru.. c tiếp cu’a

hai không gian con: E = U1 ⊕ U2. Go. i ϕ là phép chiếu lên U1 theo phu.o.ng

U2. Chú.ng minh rà̆ng E = U⊥
1 ⊕U⊥

2 , và ϕ∗ là phép chiếu lên U⊥
2 theo phu.o.ng

U⊥
1 .

30. Chú.ng minh rà̆ng nếu U là mô. t không gian con ô’n d̄i.nh d̄ối vó.i phép biến

d̄ô’i tuyến t́ınh ϕ th̀ı U⊥ là mô. t không gian con ô’n d̄i.nh d̄ối vó.i phép biến d̄ô’i

liên ho.. p ϕ∗.

31. Chú.ng minh rà̆ng hai phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh liên ho.. p vó.i nhau có cùng d̄a

thú.c d̄ă. c tru.ng.

32. Chú.ng minh rà̆ng nếu phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh ϕ có ma trâ.n A trong co. so.’

(e1, ..., en) th̀ı phép biến d̄ô’i liên ho.. p ϕ∗ có ma trâ.n At trong co. so.’ nghi.ch d̄a’o

vó.i co. so.’ nói trên.
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33. Gia’ su.’ U = (〈αi, αj〉)n×n là ma trâ.n Gram cu’a co. so.’ (α1, ..., αn). Chú.ng minh

rà̆ng ma trâ.n A cu’a phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh ϕ và ma trâ.n B cu’a phép biến

d̄ô’i liên ho.. p ϕ∗ trong co. so.’ nói trên liên hê. vó.i nhau bo.’ i công thú.c:

(a) B = U−1AtU d̄ối vó.i không gian vécto. Euclid;

(b) B = U−1AtU d̄ối vó.i không gian unita.

Tù. d̄ó suy ra d̄iè̂u kiê.n cà̂n và d̄u’ d̄ê’ ϕ là mô. t phép biến d̄ô’i tu.. liên ho.. p.

34. Gia’ su.’ U là ma trâ.n Gram cu’a mô.t co. so.’ nào d̄ó cu’a không gian và A là ma

trâ.n cu’a phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh ϕ trong co. so.’ d̄ó. T̀ım ma trâ.n cu’a phép

biến d̄ô’i liên ho.. p ϕ∗ trong cùng co. so.’ nói trên, cho biết

U =


3 1 −2

1 1 −1

−2 −1 2

 , A =


1 2 0

2 0 3

0 1 3

 .

35. Go. i ϕ là phép chiếu lên U1 theo phu.o.ng U2 (hoă.c phép pha’n xa. qua U1 theo

phu.o.ng U2). Chú.ng minh rà̆ng ϕ là d̄ối xú.ng nếu và chı’ nếu các không gian

con U1 và U2 tru.. c giao.

36. Cho phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh ϕ xác d̄i.nh bo.’ i ma trâ.n A sau d̄ây trong mô.t co.

so.’ tru.. c chuâ’n nào d̄ó cu’a không gian. T̀ım mô.t co. so.’ tru.. c chuâ’n gò̂m nhũ.ng

vécto. riêng cu’a ϕ và ma trâ.n cu’a nó trong co. so.’ ấy:

(a) A =


11 2 −8

2 2 10

−8 10 5

 , (b) A =


17 −8 4

−8 17 −4

4 −4 11

 .

37. Chú.ng minh rà̆ng không gian vécto. Euclid E có mô.t co. so.’ tru.. c chuâ’n gò̂m

các vécto. d̄ò̂ng thò.i là các vécto. riêng cu’a hai phép biến d̄ô’i d̄ối xú.ng ϕ và

ψ nếu và chı’ nếu hai phép biến d̄ô’i này giao hoán vó.i nhau.
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38. Chú.ng minh rà̆ng mỗi tu.. d̄ò̂ng cấu ϕ cu’a mô.t không gian vécto. Euclid d̄è̂u

có thê’ phân t́ıch thành ϕ = ψ1χ1 và ϕ = χ2ψ2, trong d̄ó ψ1, ψ2 là các phép

biến d̄ô’i d̄ối xú.ng có mo. i giá tri. riêng d̄è̂u du.o.ng, còn χ1, χ2 là các phép biến

d̄ô’i tru.. c giao. Chú.ng minh rà̆ng mỗi cách phân t́ıch nói trên d̄è̂u duy nhất.

39. Phân t́ıch các ma trâ.n sau d̄ây theo các cách nói o.’ bài tru.́o.c:

(a) A =

 2 −1

2 1

 , (b) A =


4 −2 2

4 4 −1

−2 4 2

 .

40. Chú.ng minh rà̆ng phép biến d̄ô’i d̄ối xú.ng ϕ là xác d̄i.nh du.o.ng (tú.c là

〈ϕ(α), α〉 > 0 vó.i mo. i α 6= 0) nếu và chı’ nếu các hê. số cu’a d̄a thú.c d̄ă. c

tru.ng cu’a nó Xn + c1X
n−1 + · · · + cn d̄è̂u khác không và d̄an dấu; Ho.n nũ.a,

ϕ là không âm (tú.c là 〈ϕ(α), α〉 ≥ 0 vó.i mo. i α) nếu và chı’ nếu có mô.t chı’ số

k sao cho c0 = 1, c1, ..., ck khác không và d̄an dấu, còn ck+1 = · · · = cn = 0.

41. Chú.ng minh rà̆ng nếu ϕ và ψ là các phép biến d̄ô’i d̄ối xú.ng, trong d̄ó ϕ xác

d̄i.nh du.o.ng, th̀ı các giá tri. riêng cu’a varphiψ d̄è̂u thu.. c.

42. Chú.ng minh rà̆ng nếu ϕ và ψ là các phép biến d̄ô’i d̄ối xú.ng vó.i các giá tri.

riêng không âm và mô.t trong hai phép biến d̄ô’i là không suy biến th̀ı các giá

tri. riêng cu’a varphiψ d̄è̂u thu.. c và không âm.

43. Chú.ng minh rà̆ng mỗi phép biến d̄ô’i d̄ối xú.ng không âm có ha.ng r d̄è̂u là

tô’ng cu’a r phép biến d̄ô’i d̄ối xú.ng không âm có ha.ng 1.

44. Phép biến d̄ô’i ϕ cu’a không gian Euclid E d̄u.o.. c go. i là pha’n d̄ối xú.ng nếu

ϕ∗ = −ϕ . Chú.ng minh rà̆ng ϕ là pha’n d̄ối xú.ng nếu và chı’ nếu ma trâ.n cu’a

nó trong mỗi co. so.’ tru.. c chuâ’n cu’a không gian d̄è̂u là ma trâ.n pha’n d̄ối xú.ng.

45. Chú.ng minh rà̆ng nếu không gian U ô’n d̄i.nh d̄ối vó.i phép biến d̄ô’i pha’n d̄ối

xú.ng ϕ th̀ı phà̂n bù tru.. c giao U⊥ cu’a nó cũng vâ.y.
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Chu.o.ng VI

DA. NG SONG TUYẾN TÍNH

VÀ DA. NG TOÀN PHU
.
O
.
NG

Nô. i dung ch́ınh cu’a chu.o.ng này là phân loa. i tất ca’ các da.ng song tuyến t́ınh

d̄ối xú.ng và các da.ng toàn phu.o.ng trên không gian vécto. thu.. c hũ.u ha.n chiè̂u.

1 Khái niê.m da.ng song tuyến t́ınh và da.ng toàn

phu.o.ng

Gia’ su.’ V là mô. t không gian vécto. thu.. c.

D- i.nh ngh̃ıa 1.1 Ánh xa. η : V ×V → R d̄u.o.. c go. i là mô. t da. ng song tuyến t́ınh trên

V nếu nó tuyến t́ınh vó.i mỗi biến khi cố d̄i.nh biến còn la. i; tú.c là

η(α1 + α2, β) = η(α1, β) + η(α2, β),

η(aα, β) = aη(α, β),

η(α, β1 + β2) = η(α, β1) + η(α, β2),

η(α, aβ) = aη(α, β),

vó.i mo. i α, αi, β, βj ∈ V, a ∈ R.

Da.ng song tuyến t́ınh η d̄u.o.. c go. i là d̄ối xú.ng nếu

η(α, β) = η(β, α)

vó.i mo. i α, β ∈ V .

D- i.nh ngh̃ıa 1.2 Gia’ su.’ η là mô. t da.ng song tuyến t́ınh d̄ối xú.ng trên V . Khi d̄ó

ánh xa. H : V → R xác d̄i.nh bo.’ i

H(α) = η(α, α)
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d̄u.o.. c go. i là da. ng toàn phu.o.ng trên V ú.ng vó.i da.ng song tuyến t́ınh d̄ối xú.ng η.

Nhâ.n xét: η d̄u.o.. c hoàn toàn xác d̄i.nh bo.’ i H. Thâ. t vâ.y, ta có

η(α + β, α + β) = η(α, α) + η(α, β) + η(β, α) + η(β, β)

= η(α, α) + 2η(α, β) + η(β, β).

Tù. d̄ó, ta nhâ.n d̄u.o.. c

η(α, β) =
1

2
[η(α + β, α + β) − η(α, α) − η(β, β)]

=
1

2
[H(α + β) − H(α) − H(β)].

Vı̀ thế, η d̄u.o.. c go. i là da.ng cu.. c cu’a da.ng toàn phu.o.ng H.

Vı́ du. 1.3 (a) η(x, y) = xy là mô. t da.ng song tuyến t́ınh d̄ối xú.ng trên không

gian vécto. V = R. Da.ng toàn phu.o.ng ú.ng vó.i η là

H(x) = x2.

(b) Mỗi t́ıch vô hu.́o.ng trên V là mô. t da.ng song tuyến t́ınh, d̄ối xú.ng và xác d̄i.nh

du.o.ng. Da.ng toàn phu.o.ng ú.ng vó.i nó ch́ınh là

H(α) = |α|2.

Gia’ su.’ V là mô. t không gian vécto. thu.. c hũ.u ha.n chiè̂u, và (α1, ..., αn) là mô. t co.

so.’ cu’a nó. Nếu α =
∑

i xiαi, β =
∑

j yjαj, th̀ı

η(α, β) = η(
∑

i

xiαi,
∑
j

yjαj) =
n∑

i,j=1

xiyjη(αi, αj).

Nhu. vâ.y, η hoàn toàn d̄u.o.. c xác d̄i.nh bo.’ i bô. các giá tri. (η(αi, αj))
n
i,j=1 .

Ta xét ma trâ.n A = (aij)
n
i,j=1 = (η(αi, αj))

n
i,j=1. Da.ng η là d̄ối xú.ng nếu và chı’

nếu A là mô. t ma trâ.n d̄ối xú.ng. Thâ. t vâ.y, nếu η d̄ối xú.ng th̀ı

aij = η(αi, αj) = η(αj, αi) = aji,
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vó.i mo. i i, j, nên A d̄ối xú.ng. Ngu.o.. c la. i, nếu A d̄ối xú.ng th̀ı

η(α, β) =
n∑

i,j=1

xiyjη(αi, αj) =
n∑

i,j=1

aijxiyj

=
n∑

i,j=1

ajixiyj =
n∑

i,j=1

aijyixj = η(β, α),

vó.i mo. i α, β ∈ V , tú.c là η d̄ối xú.ng.

D- i.nh ngh̃ıa 1.4 Ma trâ. n A = (aij)n×n = (η(αi, αj))n×n d̄u.o.. c go. i là ma trâ. n cu’a

da. ng song tuyến t́ınh η (hoă. c ma trâ. n cu’a cu’a da. ng toàn phu.o.ng H ú.ng vó.i η)

trong co. so.’ (α1, ..., αn).

Ký hiê.u các vécto. cô. t toa. d̄ô. cu’a α và β bo.’ i

x =



x1

.

.

.

xn


, y =



y1

.

.

.

yn


.

D- ò̂ng nhất ma trâ.n vuông cấp mô.t xtAy vó.i phà̂n tu.’ duy nhất
∑n

i,j=1 aijxiyj cu’a

nó, ta có

η(α, β) =
n∑

i,j=1

aijxiyj = xtAy.

Ta go. i d̄ó là biê’u thú.c toa. d̄ô. cu’a cu’a da.ng song tuyến t́ınh η trong co. so.’ (α1, ..., αn).

Cũng nhu. vâ.y, biê’u thú.c

H(α) =
n∑

i,j=1

aijxixj = xtAx

d̄u.o.. c go. i là biê’u thú.c toa. d̄ô. cu’a cu’a da.ng toàn phu.o.ng H trong co. so.’ (α1, ..., αn).

Mê.nh d̄è̂ sau d̄ây cho thấy ma trâ.n cu’a da.ng song tuyến t́ınh thay d̄ô’i thế nào

khi d̄ô’i co. so.’ .
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Mê.nh d̄è̂ 1.5 Gia’ su.’ A và B là ma trâ. n cu’a da. ng song tuyến t́ınh η (hay cũng

vâ. y, cu’a da. ng toàn phu.o.ng H) tu.o.ng ú.ng trong các co. so.’ (α1, ..., αn) và (β1, ..., βn).

Nếu C là ma trâ. n chuyê’n tù. co. so.’ (α1, ..., αn) sang co. so.’ (β1, ..., βn) th̀ı ta có

B = CtAC.

Chú.ng minh: Ký hiê.u A = (aij)n×n, B = (bij)n×n, C = (cij)n×n, ta có

bk` = η(βk, β`) = η(
∑

i

cikαi,
∑
j

cj`αj)

=
n∑

i,j=1

cikcj`η(αi, αj) =
n∑

i,j=1

cikaijcj`,

vó.i mo. i k, `. D- ó ch́ınh là phà̂n tu.’ nà̆m o.’ hàng k cô. t ` cu’a ma trâ.n CtAC. D- iè̂u này

tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i

B = CtAC. 2

2 D- u.a da.ng toàn phu.o.ng vè̂ da.ng ch́ınh tắc

Gia’ su.’ η là mô. t da.ng song tuyến t́ınh d̄ối xú.ng (không nhất thiết xác d̄i.nh du.o.ng)

trên không gian vécto. thu.. c V và H là da.ng toàn phu.o.ng ú.ng vó.i nó. Khái niê.m

η-tru.. c giao sau d̄ây là mô. t tô’ng quát hoá cu’a khái niê.m tru.. c giao d̄ối vó.i mô. t t́ıch

vô hu.́o.ng trong không gian vécto. Euclid.

D- ối vó.i các vécto. α, β ∈ V , nếu η(α, β) = 0 th̀ı ta nói α η-vuông góc (hay η-tru.. c

giao) vó.i β, và ký hiê.u α ⊥η β.

Lu.u ý rà̆ng, v̀ı η không nhất thiết xác d̄i.nh du.o.ng, nên rất có thê’ α ⊥η α vó.i

mô. t số vécto. α 6= 0 nào d̄ó.

D- i.nh ngh̃ıa 2.1 Co. so.’ (α1, ..., αn) cu’a V d̄u.o.. c go. i là mô. t co. so.’ η-tru.. c giao (hay

H-tru.. c giao, hay d̄o.n gia’n, tru.. c giao, khi η và H d̄ã rõ) nếu

η(αi, αj) = 0, ∀i 6= j.
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D- iè̂u này tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i su.. kiê.n ma trâ.n A cu’a η trong co. so.’ (α1, ..., αn) là

mô. t ma trâ.n chéo, hay cũng vâ.y, biê’u thú.c toa. d̄ô. cu’a da.ng toàn phu.o.ng H ú.ng

vó.i η trong co. so.’ d̄ó có da.ng

H(α) =
n∑

i=1

aix
2
i ,

o.’ d̄ây ai = aii.

Gia’ su.’ (α1, ..., αn) là mô. t co. so.’ η-tru.. c giao. Khi d̄ó, sau mô.t phép hoán vi. các

phà̂n tu.’ trong co. so.’ d̄ó (nếu cà̂n), biê’u thú.c to.a d̄ô. cu’a da.ng toàn phu.o.ng H tu.o.ng

ú.ng vó.i η trong co. so.’ này có da.ng

H(α) = a1x
2
1 + · · · + apx

2
p − ap+1x

2
p+1 − · · · − ap+qx

2
p+q,

trong d̄ó ai > 0(0 < i ≤ p + q, 0 ≤ p + q ≤ n). Biê’u thú.c này d̄u.o.. c go. i là da. ng

ch́ınh tắc cu’a da.ng toàn phu.o.ng H = Hη.

Ta “chuâ’n hoá” co. so.’ (α1, ..., αn) bà̆ng cách d̄ă. t

βi =
1

√
ai

αi (i = 1, ..., p + q), βi = αi(i > p + q).

Khi d̄ó α =
∑

i xiαi =
∑

i yiβi, trong d̄ó

yi =
√

aixi (i = 1, ..., p + q), yi = xi(i > p + q).

Biê’u thú.c toa. d̄ô. cu’a H trong co. so.’ mó.i (β1, ..., βn) là

H(α) = y2
1 + · · · + y2

p − y2
p+1 − · · · − y2

p+q.

Biê’u thú.c này d̄u.o.. c go. i là da. ng chuâ’n tắc cu’a da.ng toàn phu.o.ng H = Hη.

D- i.nh lý 2.2 Tò̂n ta. i mô. t co. so.’ η-tru.. c giao cho mỗi da. ng song tuyến t́ınh d̄ối xú.ng

η trên không gian vécto. thu.. c hũ.u ha. n chiè̂u V .

Chú.ng minh: Go.i A là ma trâ.n cu’a η trong mô.t co. so.’ nào d̄ó (α1, ..., αn). Vı̀

A là mô. t ma trâ.n d̄ối xú.ng thu.. c, nên tò̂n ta. i ma trâ.n tru.. c giao Q sao cho B =
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Q−1AQ = QtAQ là mô. t ma trâ.n chéo. Go. i (β1, ..., βn) là co. so.’ mà ma trâ.n chuyê’n

tù. (α1, ..., αn) sang nó là Q. Khi d̄ó, theo Mê.nh d̄è̂ 1.5, B là ma trâ.n cu’a η trong

co. so.’ (β1, ..., βn). Vı̀ B là mô. t ma trâ.n chéo, nên (β1, ..., βn) là mô. t co. so.’ η-tru.. c

giao. 2

Hê. qua’ 2.3 Gia’ su.’ η là mô. t da. ng song tuyến t́ınh d̄ối xú.ng trên mô. t không gian

vécto. Euclid E. Khi d̄ó, tò̂n ta. i mô. t co. so.’ tru.. c chuâ’n cu’a E d̄ò̂ng thò.i là mô. t co.

so.’ η-tru.. c giao.

Chú.ng minh: Ta lă.p la. i chú.ng minh cu’a d̄i.nh lý tru.́o.c, nhu.ng xuất phát tù. mô. t

co. so.’ tru.. c chuâ’n nào d̄ó (α1, ..., αn) cu’a E. Tò̂n ta. i ma trâ.n tru.. c giao Q sao cho

B = Q−1AQ = QtAQ là mô. t ma trâ.n chéo. D- ó ch́ınh là ma trâ.n cu’a η trong co. so.’

(β1, ..., βn) xác d̄i.nh bo.’ i d̄iè̂u kiê.n ma trâ.n chuyê’n tù. (α1, ..., αn) sang co. so.’ d̄ó là

Q. Vı̀ B là mô. t ma trâ.n chéo, nên (β1, ..., βn) là mô. t co. so.’ η-tru.. c giao. Vı̀ Q tru.. c

giao, cho nên (β1, ..., βn) cũng là mô.t co. so.’ tru.. c chuâ’n cu’a E. 2

Có thê’ nh̀ın hê. qua’ nói trên tù. mô. t kh́ıa ca.nh khác. Theo cách nh̀ın này hê. qua’

khă’ ng d̄i.nh có thê’ d̄u.a d̄ò̂ng thò.i hai da.ng toàn phu.o.ng, trong d̄ó có mô. t da.ng xác

d̄i.nh du.o.ng, vè̂ da.ng chéo trong cùng mô.t co. so.’ .

Bây giò. ta tr̀ınh bày Phu.o.ng pháp Lagrange d̄u.a da. ng toàn phu.o.ng vè̂ da. ng

ch́ınh tắc. Phu.o.ng pháp này tiê.n lo.. i ho.n trong thu.. c hành so vó.i phu.o.ng pháp

d̄u.o.. c tr̀ınh bày trong chú.ng minh D- i.nh lý 2.2.

Gia’ su.’ da.ng toàn phu.o.ng H d̄u.o.. c cho trong mô.t co. so.’ nào d̄ó (α1, ..., αn) bo.’ i

biê’u thú.c

H(α) =
∑
ij

aijxixj, (aij = aji).

Ta xét 3 tru.̀o.ng ho.. p sau d̄ây.

Tru.̀o.ng ho.. p 1: Gia’ su.’ aii 6= 0 vó.i i nào d̄ó. Sau mô.t phép d̄ánh số la. i các phà̂n

tu.’ cu’a co. so.’ (α1, ..., αn) nếu cà̂n, ta có thê’ gia’ su.’ a11 6= 0. Khi d̄ó

H = a11(x
2
1 + 2x1

n∑
i=2

a1i

a11

xi) + (nhũ.ng số ha.ng không chú.a x1)
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= a11(x1 +
n∑

i=2

a1i

a11

xi)
2 + (mô.t da.ng toàn phu.o.ng cu’a x2, ..., xn)

= a11y
2
1 +

n∑
k,`=2

bk,`yky` (bk` = b`k),

trong d̄ó  y1 = x1 +
∑n

i=2
a1i

a11
xi,

yk = xk (k = 2, 3, ..., n)

là mô. t phép biến d̄ô’i toa. d̄ô. không suy biến.

Viê.c d̄u.a H vè̂ da.ng ch́ınh tắc d̄u.o.. c quy vè̂ viê.c d̄u.a da.ng toàn phu.o.ng H ′ =∑n
k,`=2 bk,`yky` cu’a (n − 1) biến vè̂ da.ng ch́ınh tắc. D- iè̂u này có thê’ thu.. c hiê.n bà̆ng

quy na.p.

Tru.̀o.ng ho.. p 2: Mo.i aii = 0 (i = 1, ..., n) nhu.ng có aij 6= 0(i 6= j). không gia’m

tô’ng quát ta gia’ su.’ a12 6= 0. Thu.. c hiê.n phép biến d̄ô’i toa. d̄ô. không suy biến
x1 = y1 + y2,

x2 = y1 − y2,

xk = yk (k = 3, ..., n),

ta có

2a12x1x2 = 2a12(y
2
1 − y2

2).

Tù. d̄ó

H =
∑
ij

aijxixj =
∑
ij

bijyiyj

có hê. số cu’a y2
1 là 2a12 6= 0. Ta tro.’ vè̂ tru.̀o.ng ho.. p 1 d̄ã xét.

Tru.̀o.ng ho.. p 3: Mo.i aij = 0 (i, j = 1, ..., n).

Khi d̄ó H có da.ng ch́ınh tắc trong bất kỳ co. so.’ nào cu’a không gian V .

Vı́ du. : Chú.ng minh rà̆ng mô.t trong hai da.ng toàn phu.o.ng sau d̄ây

H = 8x2
1 − 28x2

2 + 14x2
3 + 16x1x2 + 14x1x3 + 32x2x3,

K = x2
1 + 4x2

2 + 2x2
3 + 2x1x3
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là xác d̄i.nh du.o.ng. T̀ım mô.t phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh không suy biến d̄u.a da.ng

d̄ó vè̂ da.ng chuâ’n tắc, d̄ò̂ng thò.i d̄u.a da.ng còn la. i vè̂ da.ng ch́ınh tắc.

Lò.i gia’ i: Ta sẽ theo sát các bu.́o.c cu’a chú.ng minh Hê. qua’ 2.3.

Dùng phu.o.ng pháp Lagrange d̄u.a K vè̂ da.ng ch́ınh tắc, ta nhâ.n thấy K xác

d̄i.nh du.o.ng, bo.’ i v̀ı

K = x2
1 + 4x2

2 + 2x2
3 + 2x1x3 = (x1 + x3)

2 + 4x2
2 + x2

3.

Tru.́o.c hết ta d̄u.a K vè̂ da.ng chuâ’n tắc bà̆ng phép d̄ô’i biến y1 = x1 + x3, y2 =

2x2, y3 = x3. Khi d̄ó

H = 8y2
1 − 7y2

2 + 8y2
3 + 8y1y2 − 2y1y3 + 8y2y3,

K = y2
1 + y2

2 + y2
3.

Ma trâ.n cu’a H trong co. so.’ mó.i ú.ng vó.i các biến y1, y2, y3 là

A =


8 4 −1

4 −7 4

−1 4 8

 .

Cái khó cu’a bu.́o.c tiếp theo là pha’i t̀ım mô.t phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh d̄u.a H vè̂

da.ng ch́ınh tắc nhu.ng không làm thay d̄ô’i da.ng chuâ’n tắc cu’a K. Ta sẽ t̀ım mô. t

biến d̄ô’i nhu. thế trong ló.p các biến d̄ô’i tru.. c giao.

D- ê’ làm d̄iè̂u d̄ó, tru.́o.c hết ta t́ınh d̄a thú.c d̄ă. c tru.ng cu’a ma trâ.n A cu’a da.ng

toàn phu.o.ng H:

det(A − XE3) = det


8 − X 4 −1

4 −7 − X 4

−1 4 8 − X

 = −(X − 9)2(X + 9).

D- a thú.c này có 3 nghiê.m thu.. c kê’ ca’ bô. i X1 = X2 = 9, X3 = −9.

Ta t̀ım các vécto. riêng ú.ng vó.i các giá tri. riêng X1 = X2 = 9 (cu’a tu.. d̄ò̂ng cấu

cu’a R3 có ma trâ.n A trong co. so.’ ch́ınh tắc) bà̆ng cách gia’ i hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến
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t́ınh 
−x + 4y − z = 0

4x − 16y + 4z = 0

−x + 4y − z = 0.

Hê. này tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i phu.o.ng tr̀ınh d̄à̂u tiên cu’a hê.. Ta cho.n 2 nghiê.m d̄ô.c lâ.p

tuyến t́ınh cu’a nó:

α1 = (1, 0,−1)t, α2 = (0, 1, 4)t.

Tru.. c giao hoá hê. gò̂m hai vécto. nói trên:

e′1 = α1,

e′2 = α2 + λe′1,

trong d̄ó λ d̄u.o.. c xác d̄i.nh duy nhất bo.’ i d̄iè̂u kiê.n e′1 ⊥ e′2:

λ = −〈α2, e
′
1〉

〈e′1, e′1〉
= −−4

2
= 2.

Kết qua’ là e′2 = α2 + 2e′1 = (2, 1, 2)t. Ta chuâ’n hoá hai vécto. e′1, e
′
2, tú.c là chia mỗi

vécto. cho d̄ô. dài cu’a nó, d̄ê’ thu d̄u.o.. c:

e1 = (
1√
2
, 0,− 1√

2
)t,

e2 = (
2

3
,
1

3
,
2

3
)t.

Tiếp theo, ta t̀ım vécto. riêng ú.ng vó.i giá tri. riêng X3 = −9 bà̆ng cách gia’ i hê.

phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh 
17x + 4y − z = 0

4x + 2y + 4z = 0

−x + 4y + 17z = 0.

Hê. này có ha.ng bà̆ng 2, nên không gian nghiê.m cu’a nó có số chiè̂u bà̆ng 1, và d̄u.o.. c

sinh bo.’ i vécto. sau d̄ây:

e′3 = (1,−4, 1)t.
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Chuâ’n hoá vécto. này, ta thu d̄u.o.. c

e3 = (
1

3
√

2
,−2

√
2

3
,

1

3
√

2
)t.

Vı̀ A là mô. t ma trâ.n d̄ối xú.ng, nên hê. (e1, e2, e3) là mô. t co. so.’ tru.. c chuâ’n cu’a

R3. Xét ma trâ.n tru.. c giao vó.i các cô. t (theo thú. tu.. ) là e1, e2, e3:

Q =


1√
2

2
3

1
3
√

2

0 1
3

−2
√

2
3

− 1√
2

2
3

1
3
√

2

 .

D- ó ch́ınh là ma trâ.n cu’a phép biến d̄ô’i tru.. c giao cu’a R3 biến co. so.’ ch́ınh tắc thành

co. so.’ (e1, e2, e3).

Trong co. so.’ mó.i (e1, e2, e3), da.ng K vẫn có ma trâ.n d̄o.n vi., bo.’ i v̀ı QtE3Q =

Q−1Q = E3; còn H có ma trâ.n chéo, vó.i các phà̂n tu.’ trên d̄u.̀o.ng chéo ch́ınh là các

giá tri. riêng cu’a A:

QtAQ =


9 0 0

0 9 0

0 0 −9

 .

Nói cách khác, sau phép d̄ô’i biến thu.. c hiê.n bo.’ i ma trâ.n Q:
z1 = 1√

2
y1 + 2

3
y2 + 1

3
√

2
y3

z2 = 1
3
y2 − 2

√
2

3
y3

z3 = − 1√
2
y1 + 2

3
y2 + 1

3
√

2
y3

biê’u thú.c cu’a các da.ng toàn phu.o.ng H và K nhu. sau:

H = 9z2
1 + 9z2

2 − 9z2
3 ,

K = z2
1 + z2

2 + z2
3 .

Thế các biê’u thú.c cu’a yi theo xi vào zi, ta thu d̄u.o.. c su.. phu. thuô.c tu.̀o.ng minh cu’a

các biến mó.i vào các biến ban d̄à̂u:
z1 = 1√

2
x1 + 4

3
x2 + 2

√
2

3
x3

z2 = 2
3
x2 − 2

√
2

3
x3

z3 = − 1√
2
x1 + 4

3
x2 −

√
2

3
x3.
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D- ó ch́ınh là phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh không suy biến pha’i t̀ım.

Nhâ.n xét rà̆ng nghiê.m cu’a bài toán trên không duy nhất. Thâ. t vâ.y, có nhiè̂u

phép biến d̄ô’i khác nhau d̄u.a K vè̂ da.ng chuâ’n tắc; cũng có nhiè̂u cách khác nhau

d̄ê’ cho.n co. so.’ tru.. c chuâ’n cu’a R3 gò̂m toàn nhũ.ng vécto. riêng cu’a ma trâ.n A.

3 Ha.ng và ha.ch cu’a da.ng toàn phu.o.ng

Gia’ su.’ η là mô. t da.ng song tuyến t́ınh d̄ối xú.ng trên không gian vécto. thu.. c V . D- ê’

có co. so.’ sâu sắc cho viê.c d̄i.nh ngh̃ıa ha.ng và ha.ch cu’a η, ta xây du.. ng ánh xa. tuyến

t́ınh liên kết f = fη : V → V ∗ bà̆ng d̄iè̂u kiê.n sau:

f(β)(α) = 〈α, f(β)〉 := η(α, β), ∀α, β ∈ V,

o.’ d̄ây 〈·, ·〉 chı’ phép ghép că.p d̄ối nhẫu giũ.a V và V ∗. Do η tuyến t́ınh d̄ối vó.i

biến thú. nhất, nên theo Bô’ d̄è̂ V.3.1, f(β) hoàn toàn xác d̄i.nh vó.i mo. i β ∈ E. Vı̀

η tuyến t́ınh d̄ối vó.i biến thú. hai, nên f là mô. t ánh xa. tuyến t́ınh.

Mê.nh d̄è̂ 3.1 Ma trâ. n cu’a η trong mô. t co. so.’ (α1, ..., αn) trùng vó.i ma trâ. n cu’a

f = fη trong că. p co. so.’ d̄ối ngẫu (α1, ..., αn) và (α∗
1, ..., α

∗
n).

Chú.ng minh: Gia’ su.’ vécto. α∗ ∈ V có phân t́ıch qua co. so.’ (α∗
1, ..., α

∗
n) nhu. sau

α∗ = x1α
∗
1 + · · · + xnα

∗
n.

Tác d̄ô.ng ca’ hai vế lên αi ta có xi = 〈αi, α
∗〉. Kết qua’ là

α∗ = 〈α1, α
∗〉α∗

1 + · · · + 〈αn, α
∗〉α∗

n.

Go.i A = (aij) là ma trâ.n cu’a η trong co. so.’ (α1, ..., αn) và A′ = (bij) là ma trâ.n cu’a

f trong că.p co. so.’ (α1, ..., αn) và (α∗
1, ..., α

∗
n). Theo d̄i.nh ngh̃ıa ma trâ.n cu’a mô.t ánh

xa. tuyến t́ınh

f(αj) =
∑

i

bijα
∗
i .
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Ta có

bij = 〈αi, f(αj)〉 = η(αi, αj) = aij,

vó.i mo. i i, j. Do d̄ó A = A′. 2

D- i.nh ngh̃ıa 3.2 (i) Ha. ng cu’a da.ng song tuyến t́ınh d̄ối xú.ng η (hay ha.ng cu’a

da.ng toàn phu.o.ng H tu.o.ng ú.ng) là ha.ng cu’a ánh xa. tuyến t́ınh liên kết vó.i

nó fη.

(ii) Nếu rankH = dim V , th̀ı da.ng toàn phu.o.ng H và da.ng cu.. c η cu’a nó d̄u.o.. c go. i

là không suy biến. Trái la. i, nếu rankH < dim V , th̀ı H và η d̄u.o.. c go. i là suy

biến.

Theo mê.nh d̄è̂ trên, ha.ng cu’a η hay cu’a H bà̆ng ha.ng cu’a ma trâ.n cu’a chúng

trong co. so.’ bất kỳ cu’a V .

Nếu W là mô. t không gian vécto. con cu’a V th̀ı H|W cũng là mô.t da.ng toàn

phu.o.ng trên W .

Lu.u ý rà̆ng H (hoă.c η) có thê’ không suy biến trên V nhu.ng la. i suy biến trên

mô.t không gian con nào d̄ó cu’a V . D- ấy là d̄iê’m khác nhau căn ba’n giũ.a các da.ng

song tuyến t́ınh và các da.ng tuyến t́ınh.

Vı́ du. : Da.ng toàn phu.o.ng có biê’u thú.c toa. d̄ô. trong mô.t co. so.’ nào d̄ó H = x2−y2

không suy biến trên không gian 2 chiè̂u, v̀ı ma trâ.n cu’a nó trong co. so.’ d̄ó là 1 0

0 −1

 .

Nhu.ng H = (x − y)(x + y) suy biến trên các không gian con mô.t chiè̂u xác d̄i.nh

tu.o.ng ú.ng bo.’ i các phu.o.ng tr̀ınh x = y và x = −y.

D- i.nh ngh̃ıa 3.3 Không gian vécto. sau d̄ây d̄u.o.. c go. i là ha. ch hay ha. t nhân cu’a

da.ng song tuyến t́ınh d̄ối xú.ng η (hoă.c ha.ch cu’a da.ng toàn phu.o.ng H tu.o.ng ú.ng):

V 0 = Kerfη = {α ∈ V | η(α, β) = 0,∀β ∈ V }.
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Vı̀ fη là mô. t ánh xa. tuyến t́ınh, nên V 0 là mô. t không gian vécto. con cu’a V .

Gia’ su.’ T và U là các không gian vécto. con cu’a V . Ta nói T vuông góc (hay

tru.. c giao) vó.i U theo ngh̃ıa η, và viết T ⊥η U nếu t ⊥η u, vó.i mo. i t ∈ T, u ∈ U .

Nếu T ∩ U = {0} và T ⊥η U , th̀ı tô’ng tru.. c tiếp T ⊕ U d̄u.o.. c go. i là mô. t tô’ng

η-tru.. c giao (hoă.c H-tru.. c giao), và d̄u.o.. c ký hiê.u là T ⊕⊥ U . (Lu.u ý rà̆ng nếu η suy

biến th̀ı d̄iè̂u kiê.n T ⊥η U không kéo theo T ∩ U = {0}.)

Theo d̄i.nh ngh̃ıa, ta có V 0 ⊥η V .

Mê.nh d̄è̂ 3.4 Go. i V 0 là ha. ch cu’a da. ng song tuyến t́ınh d̄ối xú.ng η trên không gian

vécto. V . Khi d̄ó

rankη = dim V − dim V 0.

Ho.n nũ.a, nếu W là mô. t phà̂n bù tuyến t́ınh cu’a V 0 trong V , th̀ı η|W không suy

biến và V là tô’ng η-tru.. c giao cu’a V 0 và W .

Chú.ng minh: Ta xét ánh xa. tuyến t́ınh fη : V → V ∗ liên kết vó.i η. Theo d̄i.nh lý

vè̂ mối liên hê. giũ.a ha.ng và số chiè̂u cu’a ha.t nhân cu’a mô.t ánh xa. tuyến t́ınh, ta

có

rankfη = dim V − dim Kerfη.

Theo d̄i.nh ngh̃ıa rankη = rankfη và V 0 = Kerfη, cho nên

rankη = dim V − dim V 0.

Bây giò. gia’ su.’ W là mô. t phà̂n bù tuyến t́ınh cu’a V 0 trong V , tú.c là V = V 0⊕W .

Hiê’n nhiên V 0 ⊥η W , bo.’ i v̀ı V 0 ⊥η V . Ta chı’ còn pha’i chú.ng minh η|W là không

suy biến.

Gia’ su.’ pha’n chú.ng η|W suy biến. Theo phà̂n trên cu’a mê.nh d̄è̂, ha.ch W 0 cu’a

η|W có số chiè̂u bà̆ng

dim W 0 = dim W − rankη|W > 0.
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Lấy mô.t vécto. bất kỳ α ∈ W 0\{0}, ta có η(α, β) = 0, ∀β ∈ W. Mă.t khác, theo

d̄i.nh ngh̃ıa V 0, ta có η(α, β) = 0, ∀β ∈ V 0. Vı̀ V = V 0 ⊕ W , nên

η(α, β) = 0, ∀β ∈ V.

Ngh̃ıa là α ∈ V 0. Tù. d̄ó α ∈ V 0 ∩ W = {0}, vâ.y α = 0. D- iè̂u vô lý này bác bo’ gia’

thiết pha’n chú.ng. 2

Hê. qua’ 3.5 Da. ng song tuyến t́ınh η không suy biến khi và chı’ khi ha. ch cu’a nó

bà̆ng 0.

Chú.ng minh: Ha.ch V 0 cu’a η có số chiè̂u bà̆ng

dim V 0 = dim V − rankη.

η không suy biến ngh̃ıa là rankη = dim V . D- iè̂u này xa’y ra nếu và chı’ nếu dim V 0 =

0, tú.c là tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i V 0 = {0}. 2

4 Chı’ số quán t́ınh

Khái niê.m da.ng toàn phu.o.ng xác d̄i.nh du.o.ng thâ. t ra d̄ã d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa o.’ chu.o.ng

không gian vécto. Euclid. Sau d̄ây ta d̄ă. t d̄i.nh ngh̃ıa d̄ó trong mối liên hê. vó.i mô. t

số khái niê.m liên quan.

Trong tiết này chúng ta sẽ chú.ng minh t́ınh duy nhất cu’a da.ng chuâ’n tắc cu’a

mô.t da.ng toàn phu.o.ng. Nói cách khác, mỗi da.ng toàn phu.o.ng d̄u.o.. c d̄u.a vè̂ cùng

mô.t da.ng chuâ’n tắc trong nhũ.ng co. so.’ khác nhau cu’a không gian.

Gia’ su.’ H là mô. t da.ng toàn phu.o.ng trên không gian vécto. thu.. c V .

D- i.nh ngh̃ıa 4.1 (i) H d̄u.o.. c go. i là du.o.ng nếu H(α) ≥ 0 vó.i mo. i α ∈ V .

(ii) H d̄u.o.. c go. i là xác d̄i.nh du.o.ng nếu nó không âm và

H(α) = 0 ⇐⇒ α = 0.
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(iii) H d̄u.o.. c go. i là âm (tu.o.ng ú.ng: xác d̄i.nh âm) nếu −H là du.o.ng (tu.o.ng ú.ng:

xác d̄i.nh du.o.ng).

Ta cũng nói da.ng cu.. c η cu’a H là không âm, không du.o.ng, xác d̄i.nh du.o.ng, xác

d̄i.nh âm nếu H là nhu. thế.

D- i.nh lý 4.2 (D- i.nh lý Sylvester vè̂ chı’ số quán t́ınh). Gia’ su.’ H là mô. t da. ng toàn

phu.o.ng trên V . Khi d̄ó V thù.a nhâ. n mô. t phân t́ıch H-tru.. c giao

V = V+ ⊕⊥ V− ⊕⊥ V0,

trong d̄ó H|V+ xác d̄i.nh du.o.ng, H|V− xác d̄i.nh âm, H|V0 = 0. Trong bất kỳ phân

t́ıch nào nhu. vâ. y th̀ı V0 là ha. ch cu’a H, dim V+ = p, dim V− = q là nhũ.ng hằng số.

D- i.nh ngh̃ıa 4.3 Ta go. i p là chı’ số quán t́ınh du.o.ng, q là chı’ số quán t́ınh âm và

că.p số (p, q) là chı’ số quán t́ınh cu’a da.ng toàn phu.o.ng H (hay cu’a da.ng cu.. c η

tu.o.ng ú.ng vó.i H). Hiê.u số p − q d̄u.o.. c go. i là ḱı số cu’a H (hay cu’a η).

Chú.ng minh D- i.nh lý 4.2:

Gia’ su.’ trong co. so.’ (e1, ..., en) cu’a V da.ng toàn phu.o.ng H có da.ng chuâ’n tắc

H(α) = x2
1 + · · · + x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

p+q,

vó.i α = x1e1 + · · · + xnen. Ta d̄ă. t

V+ = L(e1, ..., ep),

V− = L(ep+1, ..., ep+q),

V0 = L(ep+q+1, ..., en).

Khi d̄ó, rõ ràng H|V+ xác d̄i.nh du.o.ng, H|V− xác d̄i.nh âm, H|V0 = 0. Ho.n nũ.a, V

thù.a nhâ.n phân t́ıch H-tru.. c giao:

V = V+ ⊕⊥ V− ⊕⊥ V0,
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d̄iè̂u này d̄u.o.. c suy ra tù. chỗ da.ng cu.. c η cu’a H d̄u.o.. c xác d̄i.nh bo.’ i công thú.c

η(α, β) = x1y1 + · · · + xpyp − xp+1yp+1 − · · · − xp+qyp+q,

vó.i α = x1e1 + · · · + xnen, β = y1e1 + · · · + ynen.

Bây giò. ta hãy xét mô.t phân t́ıch H-tru.. c giao (tú.c là η-tru.. c giao) bất kỳ nào

d̄ó V = V+ ⊕⊥ V− ⊕⊥ V0, trong d̄ó H|V+ xác d̄i.nh du.o.ng, H|V− xác d̄i.nh âm, và

H|V0 = 0. Tru.́o.c hết ta chú.ng minh rà̆ng V0 = V 0 là ha.ch cu’a η. Gia’ su.’ α ∈ V0, v̀ı

V+ ⊥η V0, V− ⊥η V0, cho nên

η(α, β) = 0, ∀β ∈ V+ ⊕⊥ V−.

Ho.n nũ.a, v̀ı H|V0 = 0, nên η|V0 = 0, tú.c là

η(α, β) = 0, ∀β ∈ V0.

Gô.p ca’ hai kết luâ.n trên la. i, ta có

η(α, β) = 0, ∀β ∈ V = V+ ⊕⊥ V− ⊕⊥ V0.

Theo d̄i.nh ngh̃ıa cu’a ha.ch cu’a da.ng song tuyến t́ınh, ta thu d̄u.o.. c α ∈ V 0, tú.c là

V0 ⊂ V 0.

Mă.t khác, gia’ su.’ α = α+ + α− + α0 ∈ V 0, trong d̄ó α+ ∈ V+, α− ∈ V−, α0 ∈ V0.

Vı̀ α ∈ V 0, nên ta có

0 = η(α, α+) = η(α+ + α− + α0, α+) = η(α+, α+).

D- ă’ ng thú.c này cùng vó.i gia’ thiết H|V+ xác d̄i.nh du.o.ng dẫn tó.i α+ = 0. Tu.o.ng tu.. ,

α− = 0. Do d̄ó, α = α0 ∈ V0. Vı̀ d̄iè̂u d̄ó d̄úng vó.i mo. i α ∈ V 0, cho nên V 0 ⊂ V0.

Hai bao hàm thú.c ngu.o.. c nhau V0 ⊂ V 0 và V 0 ⊂ V0 chú.ng to’ V0 = V 0.

Bây giò. gia’ su.’ V có hai phân t́ıch H-tru.. c giao nhu. trên

V = V+ ⊕⊥ V− ⊕⊥ V 0 = V ′
+ ⊕⊥ V ′

− ⊕⊥ V 0.
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Ta sẽ chú.ng minh

p = dim V+ = dim V ′
+ = p′

q = dim V− = dim V ′
− = q′.

Gia’ su.’ pha’n chú.ng p > p′. Vı̀ p + q = p′ + q′ = dim V − dim V 0, nên q < q′. Do d̄ó

dim(V+ ⊕⊥ V 0) + dim V ′
− = p + q′ + dim V 0 > dim V . Bo.’ i vâ.y, có vécto. khác không

α ∈ (V+ ⊕⊥ V 0) ∩ V ′
−. Khi d̄ó H(α) ≥ 0 v̀ı α ∈ (V+ ⊕⊥ V 0) (ta nhấn ma.nh d̄iè̂u

kiê.n V+ ⊥η V 0). Mă.t khác, H(α) < 0 v̀ı α ∈ V ′
−. D- ó là mô. t mâu thuẫn.

Do vai trò d̄ối xú.ng cu’a hai phân t́ıch cu’a không gian V , gia’ thiết p < p′ cũng

dẫn tó.i mâu thuẫn. Vâ.y p = p′, do d̄ó q = q′. 2

Hê. qua’ 4.4 (Da.ng toa. d̄ô. cu’a d̄i.nh lý Sylvester) Gia’ su.’ da. ng toàn phu.o.ng H

d̄u.o.. c d̄u.a vè̂ da. ng chuâ’n tắc trong hai co. so.’ khác nhau, nhu. sau

H(α) = x2
1 + · · · + x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

p+q

= y2
1 + · · · + y2

p′ − y2
p′+1 − · · · − y2

p′+q′ .

Khi d̄ó p = p′, q = q′ là các chı’ số quán t́ınh du.o.ng và âm cu’a H, còn dim V −(p+q)

là số chiè̂u cu’a ha. ch cu’a H. 2

D- i.nh ngh̃ıa 4.5 Hai da.ng toàn phu.o.ng H và K trên không gian vécto. thu.. c V

d̄u.o.. c go. i là tu.o.ng d̄u.o.ng nếu có mô.t tu.. d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh ϕ : V → V sao cho

H(α) = K(ϕ(α)).

D- ó thu.. c su.. là mô. t quan hê. tu.o.ng d̄u.o.ng.

Hê. qua’ 4.6 Hai da. ng toàn phu.o.ng trên không gian vécto. thu.. c V tu.o.ng d̄u.o.ng

vó.i nhau nếu và chı’ nếu chúng có cùng chı’ số quán t́ınh.

Chú.ng minh: Gia’ su.’ hai da.ng toàn phu.o.ng H và K tu.o.ng d̄u.o.ng, tú.c là có mô. t

tu.. d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh ϕ : V → V sao cho H(α) = K(ϕ(α)). Gia’ su.’ H có da.ng

chuâ’n tắc trong co. so.’ (e1, ..., en), nói rõ ho.n

H(α) = x2
1 + · · · + x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

p+q,
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vó.i α = x1e1 + · · · + xnen. Vı̀ ϕ là mô. t d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh, nên hê. vécto. ε1 =

ϕ(e1), ..., εn = ϕ(en) cũng lâ.p nên mô.t co. so.’ cu’a V . D- ă. t

β = ϕ(α) = x1ϕ(e1) + · · · + xnϕ(en)

= x1ε1 + · · · + xnεn.

Ta có

K(β) = K(ϕ(α)) = x2
1 + · · · + x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

p+q.

Vâ.y H và K có cùng chı’ số quán t́ınh.

Ngu.o.. c la. i, gia’ su.’ H và K có cùng chı’ số quán t́ınh (p, q). Go. i (e1, ..., en) là mô. t

co. so.’ trong d̄ó H nhâ.n da.ng chuâ’n tắc

H(α) = x2
1 + · · · + x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

p+q,

vó.i α = x1e1 + · · · + xnen. Gia’ su.’ (ε1, ..., εn) là mô. t co. so.’ trong d̄ó K nhâ.n da.ng

chuâ’n tắc

K(β) = y2
1 + · · · + y2

p − y2
p+1 − · · · − y2

p+q,

vó.i β = y1ε1+ · · ·+ynεn. Go. i ϕ là tu.. d̄ă’ ng cấu cu’a V chuyê’n co. so.’ (e1, ..., en) thành

co. so.’ (ε1, ..., εn). Khi d̄ó, nếu α = x1e1 + · · · + xnen, th̀ı ϕ(α) = x1ε1 + · · · + xnεn.

Vı̀ thế, ta có

H(α) = K(ϕ(α)) = x2
1 + · · · + x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

p+q.

Nhu. thế, hai da.ng toàn phu.o.ng H và K tu.o.ng d̄u.o.ng. 2

Theo hê. qua’ trên, mỗi ló.p tu.o.ng d̄u.o.ng các da.ng toàn phu.o.ng trên không gian

vécto. thu.. c n chiè̂u d̄u.o.. c d̄ă. t tu.o.ng ú.ng mô.t-mô.t vó.i mô. t că.p số nguyên không âm

(p, q) sao cho p + q ≤ n. Vâ.y, số các ló.p tu.o.ng d̄u.o.ng cu’a các da.ng toàn phu.o.ng

trên không gian vécto. thu.. c n chiè̂u bà̆ng

(n + 1) + n + · · · + 1 =
(n + 1)(n + 2)

2
.
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Nhâ.n xét 4.7 Ta nói d̄ôi d̄iè̂u vè̂ các da.ng song tuyến t́ınh và các da.ng toàn

phu.o.ng (trên không gian vécto.) phú.c. Mỗi da.ng toàn phu.o.ng H trên không gian

vécto. phú.c V d̄è̂u d̄u.a d̄u.o.. c vè̂ da.ng ch́ınh tắc trong mô.t co. so.’ nào d̄ó cu’a không

gian:

H(α) = a1z
2
1 + · · · + arz

2
r , ai ∈ C,

trong d̄ó r = rankH ≤ n = dim V . Vı̀ mo. i số phú.c d̄è̂u có căn bâ.c hai, nên mỗi

da.ng toàn phu.o.ng phú.c H d̄è̂u d̄u.a d̄u.o.. c vè̂ da.ng chuâ’n tắc:

H(α) = t21 + · · · + t2r,

trong d̄ó t1, ..., tn là toa. d̄ô. cu’a α trong mô.t co. so.’ nào d̄ó cu’a V . Nhu. vâ.y, các da.ng

toàn phu.o.ng phú.c d̄u.o.. c d̄ă. c tru.ng hoàn toàn bo.’ i ha.ng cu’a nó. Do d̄ó, có tất ca’

(n + 1) ló.p tu.o.ng d̄u.o.ng cu’a các da.ng toàn phu.o.ng phú.c du.́o.i tác d̄ô.ng cu’a nhóm

tu.. d̄ă’ ng cấu GL(V ).

5 Da.ng toàn phu.o.ng xác d̄i.nh dấu

D- i.nh ngh̃ıa 5.1 Gia’ su.’ A là mô. t ma trâ.n vuông. Các d̄i.nh thú.c con ch́ınh cu’a A

là các d̄i.nh thú.c o.’ góc trái trên, bao gò̂m

det(a11), det

 a11 a12

a21 a22

 , ..., det A.

D- i.nh lý 5.2 (Sylvester) Gia’ su.’ da. ng toàn phu.o.ng H trên không gian vécto. hũ.u

ha. n chiè̂u V có ma trâ. n A trong mô. t co. so.’ nào d̄ó. Khi d̄ó

(i) H là xác d̄i.nh du.o.ng nếu và chı’ nếu mo. i d̄i.nh thú.c con ch́ınh cu’a A d̄è̂u

du.o.ng.

(ii) H là xác d̄i.nh âm nếu và chı’ nếu mo. i d̄i.nh thú.c con ch́ınh cấp chẵn cu’a A

d̄è̂u du.o.ng, và mo. i d̄i.nh thú.c con ch́ınh cấp le’ cu’a A d̄è̂u âm.
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Go.i η là da.ng cu.. c cu’a H, và (e1, ..., en) là co. so.’ cu’a không gian V trong d̄ó H

có ma trâ.n là A. Ký hiê.u Vk = L(e1, ..., ek) (k = 1, ..., n). Nếu H xác d̄i.nh du.o.ng

hoă.c xác d̄i.nh âm th̀ı H|Vk
không suy biến vó.i mo. i k = 1, ..., n.

Lă.p la. i quá tr̀ınh tru.. c giao hoá Shmidt ta có bô’ d̄è̂ sau.

Bô’ d̄è̂ 5.3 Gia’ su.’ ha. n chế cu’a H trên mỗi Vk = L(e1, ..., ek) d̄è̂u không suy biến

(k = 1, ..., n). Khi d̄ó hê. vécto. (ε1, ..., εk) xây du.. ng bo.’ i quy na. p ε1 = e1,

εk = ek −
∑k−1

i=1
η(ek,εi)
H(εi)

εi

là mô. t co. so.’ η-tru.. c giao cu’a Vk (k = 1, ..., n). 2

Chú.ng minh D- i.nh lý 5.2:

Trong co. so.’ η-tru.. c giao (ε1, ..., εn), H có ma trâ.n chéo

B =



H(ε1) 0 ... 0

0 H(ε2) ... 0

. . ... .

0 0 ... H(εn)


.

Go.i Ak (tu.o.ng ú.ng Bk) là ma trâ.n nà̆m o.’ giao cu’a k hàng d̄à̂u và k cô. t d̄à̂u cu’a A

(tu.o.ng ú.ng cu’a B). Khi d̄ó Ak và Bk là ma trâ.n cu’a H|Vk
tu.o.ng ú.ng trong các co.

so.’ (e1, ..., ek) và (ε1, ..., εk). Go. i Ck là ma trâ.n chuyê’n tù. co. so.’ thú. nhất sang co. so.’

thú. hai, ta có

Bk = Ct
kAkCk.

Theo Bô’ d̄è̂ 5.3, Ck là mô. t ma trâ.n tam giác trên vó.i các phà̂n tu.’ trên d̄u.̀o.ng

chéo bà̆ng 1. Vı̀ thế det Ck = det Ct
k = 1. Hê. qua’ là

det Ak = det Bk = H(ε1) · · ·H(εk) (k = 1, ..., n).

H là xác d̄i.nh du.o.ng khi và chı’ khi H(εk) > 0 vó.i mo. i k = 1, ..., n, tú.c là nếu

và chı’ nếu det Ak > 0 (k = 1, ..., n).
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H là xác d̄i.nh âm khi và chı’ khi H(εk) < 0 vó.i mo. i k = 1, ..., n, tú.c là nếu và

chı’ nếu det Ak âm vó.i mo. i k le’ và det Ak du.o.ng vó.i mo. i k chẵn (k = 1, ..., n). 2

Vı́ du. : D- i.nh thú.c Gram-Shmidt cu’a hê. vécto. (u1, ..., uk) trong không gian vécto.

Euclid E d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau:

G(u1, ..., uk) = det



〈u1, u1〉 〈u1, u2〉 ... 〈u1, uk〉

〈u2, u1〉 〈u2, u2〉 ... 〈u2, uk〉

. . ... .

〈uk, u1〉 〈uk, u2〉 ... 〈uk, uk〉


.

Nếu vécto. uj biê’u thi. tuyến t́ınh qua nhũ.ng vécto. còn la. i cu’a hê. th̀ı cô. t thú. j

cu’a d̄i.nh thú.c là mô. t tô’ ho.. p tuyến t́ınh cu’a nhũ.ng cô. t còn la. i. Vâ.y, d̄i.nh thú.c

Gram-Shmidt cu’a mô.t hê. vécto. phu. thuô.c tuyến t́ınh th̀ı bà̆ng 0.

Ngu.o.. c la. i, d̄i.nh thú.c Gram-Shmidt cu’a mô.t hê. vécto. d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh luôn

luôn du.o.ng. Thâ. t vâ.y, nếu (u1, ..., uk) là mô. t hê. vécto. d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh th̀ı ma

trâ.n (〈ui, uj〉)k
i,j=1 ch́ınh là ma trâ.n cu’a t́ıch vô hu.́o.ng trong co. so.’ (u1, ..., uk) cu’a

không gian L(u1, ..., uk). Vı̀ t́ıch vô hu.́o.ng ca’m sinh mô.t da.ng toàn phu.o.ng xác

d̄i.nh du.o.ng, nên theo D- i.nh lý 5.2

G(u1, ..., uk) > 0.

Bài tâ.p

T̀ım da.ng chuâ’n tắc cu’a các da.ng toàn phu.o.ng sau d̄ây trên tru.̀o.ng số thu.. c:

1. x2
1 + x2

2 + 3x2
3 + 4x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3.

2. x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4.

T̀ım da.ng chuâ’n tắc cu’a các da.ng toàn phu.o.ng sau d̄ây và nhũ.ng phép biến

d̄ô’i tuyến t́ınh không suy biến d̄u.a da.ng d̄ã cho vè̂ da.ng chuâ’n tắc:
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3. 2x2
1 + 18x2

2 + 8x2
3 − 12x1x2 + 8x1x3 − 27x2x3.

4. −12x2
1 − 3x2

2 − 12x2
3 + 12x1x2 − 24x1x3 + 8x2x3.

D- u.a các da.ng toàn phu.o.ng sau d̄ây vè̂ da.ng ch́ınh tắc vó.i hê. số nguyên bà̆ng

cách su.’ du.ng các phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh không suy biến vó.i hê. số hũ.u tı’ :

5. 2x2
1 + 3x2

2 + 4x2
3 − 2x1x2 + 4x1x3 − 3x2x3.

6. 1
2
x2

1 + 2x2
2 + 3x2

4 − x1x2 + x2x3 − x3x4.

T̀ım phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh không suy biến d̄u.a da.ng toàn phu.o.ng H vè̂

da.ng toàn phu.o.ng K:

7. H = 2x2
1 + 9x2

2 + 3x2
3 + 8x1x2 − 4x1x3 − 10x2x3,

K = 2y2
1 + 3y2

2 + 6y2
3 − 4y1y2 − 4y1y3 + 8y2y3.

8. H = 3x2
1 + 10x2

2 + 25x2
3 − 12x1x2 − 18x1x3 + 40x2x3,

K = 5y2
1 + 6y2

2 + 12y1y2.

9. H = 5x2
1 + 5x2

2 + 2x2
3 + 8x1x2 + 6x1x3 + 6x2x3,

K = 4y2
1 + y2

2 + 9y2
3 − 12y1y3.

D- u.a các da.ng toàn phu.o.ng sau d̄ây vè̂ da.ng ch́ınh tắc và biê’u thi. các â’n mó.i

qua các â’n cũ:

10.
∑n

i=1 x2
i +

∑n
i<j xixj.

11.
∑n

i<j xixj.

12.
∑n−1

i=1 xixi+1.

13.
∑n

i=1(xi − s)2, trong d̄ó s = x1+x2+···+xn

n
.

14.
∑n

i<j |i − j|xixj.
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15. Cho da.ng toàn phu.o.ng

H = f2
1 + f2

2 + · · · + f2
p − f2

p+1 − f2
p+2 − · · · − f2

p+q,

trong d̄ó f1, ..., fp+q là các da.ng tuyến t́ınh thu.. c cu’a các biến x1, ..., xn. Chú.ng

minh rà̆ng chı’ số quán t́ınh du.o.ng cu’a H không vu.o.. t quá p và chı’ số quán

t́ınh âm cu’a nó không vu.o.. t quá q.

16. Chú.ng minh rà̆ng nếu có thê’ d̄u.a mỗi da.ng toàn phu.o.ng H và K vè̂ da.ng

kia bà̆ng mô.t phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh (không nhất thiết kha’ nghi.ch) th̀ı các

da.ng này tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i nhau.

17. Các da.ng toàn phu.o.ng sau d̄ây có tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i nhau trên tru.̀o.ng số thu.. c

hay không:

H = x2
1 + 4x2

2 + x2
3 + 4x1x2 − 2x1x3,

K = y2
1 + 2y2

2 − y2
3 + 4y1y2 − 2y1y3 − 4y2y3,

L = −4z2
1 − z2

2 − z2
3 − 4z1z2 + 4z1z3 + 18z2z3.

18. T̀ım ha.ng và ḱı số cu’a da.ng toàn phu.o.ng thu.. c H nếu nó tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i

−H bo.’ i mô. t phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh thu.. c không suy biến.

19. T̀ım số ló.p tu.o.ng d̄u.o.ng cu’a các da.ng toàn phu.o.ng thu.. c n â’n có ḱı số bà̆ng

s d̄ã cho.

20. Chú.ng minh rà̆ng d̄iè̂u kiê.n cà̂n và d̄u’ d̄ê’ mô. t da.ng toàn phu.o.ng H viết d̄u.o.. c

thành t́ıch cu’a hai da.ng tuyến t́ınh là:

(a) D- ối vó.i tru.̀o.ng số thu.. c: ha.ng cu’a H không vu.o.. t quá 2, và nếu ha.ng cu’a

H bà̆ng 2 th̀ı ḱı số cu’a nó bà̆ng 0.

(b) D- ối vó.i tru.̀o.ng số phú.c: ha.ng cu’a H không vu.o.. t quá 2.
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21. Chú.ng minh rà̆ng da.ng toàn phu.o.ng thu.. c H xác d̄i.nh du.o.ng nếu và chı’ nếu

ma trâ.n cu’a nó có thê’ viết du.́o.i da.ng A = CtC, trong d̄ó C là mô. t ma trâ.n

thu.. c không suy biến.

22. Chú.ng minh rà̆ng trong mô.t da.ng toàn phu.o.ng thu.. c xác d̄i.nh du.o.ng mo. i

hê. số cu’a các b̀ınh phu.o.ng cu’a các â’n d̄è̂u là số du.o.ng; nhu.ng d̄iè̂u kiê.n d̄ó

không d̄u’ d̄ê’ mô. t da.ng toàn phu.o.ng là xác d̄i.nh du.o.ng.

23. Chú.ng minh rà̆ng:

(a) D- iè̂u kiê.n cà̂n và d̄u’ d̄ê’ ma trâ.n d̄ối xú.ng A viết d̄u.o.. c du.́o.i da.ng A =

CtC, trong d̄ó C là mô. t ma trâ.n thu.. c không suy biến là các d̄i.nh thú.c

con ch́ınh cu’a A d̄è̂u du.o.ng.

(b) D- iè̂u kiê.n cà̂n và d̄u’ d̄ê’ ma trâ.n d̄ối xú.ng A viết d̄u.o.. c du.́o.i da.ng A =

CtC, trong d̄ó C là mô. t ma trâ.n vuông thu.. c là các d̄i.nh thú.c con ch́ınh

cu’a A d̄è̂u không âm. Ho.n nũ.a, nếu ha.ng cu’a A bà̆ng r th̀ı ha.ng cu’a C

cũng vâ.y, ngoài ra ta có thê’ cho.n C vó.i r hàng d̄à̂u d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh

và các hàng còn la. i bà̆ng 0.

T̀ım tất ca’ các giá tri. cu’a tham số λ d̄ê’ cho da.ng toàn phu.o.ng sau d̄ây xác

d̄i.nh du.o.ng:

24. x2
1 + x2

2 + 5x2
3 + 2λx1x2 − 2x1x3 + 4x2x3.

25. x2
1 + 4x2

2 + x2
3 + 2λx1x2 + 10x1x3 + 6x2x3.

26. Ta go. i ho.. p thành cu’a hai da.ng toàn phu.o.ng H =
∑n

i,j=1 aijxixj và K =∑n
i,j=1 bijxixj là da.ng toàn phu.o.ng (H,K) =

∑n
i,j=1 aijbijxixj. Chú.ng minh

rà̆ng:

(a) Nếu H và K không suy biến th̀ı (H,K) cũng vâ.y.

(b) Nếu H và K xác d̄i.nh du.o.ng th̀ı (H,K) cũng vâ.y.
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T̀ım mô.t phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh không suy biến d̄u.a mô.t trong hai da.ng

toàn phu.o.ng sau d̄ây vè̂ da.ng chuâ’n tắc d̄ò̂ng thò.i d̄u.a da.ng còn la. i vè̂ da.ng

ch́ınh tắc, viết rõ biê’u thú.c cu’a các da.ng thu d̄u.o.. c:

27. H = 8x2
1 − 28x2

2 + 14x2
3 + 16x1x2 + 14x1x3 + 32x2x3,

K = x2
1 + 4x2

2 + 2x2
3 + 2x1x3.

28. H = 2x2
4 + x1x2 + x1x3 − 2x2x3 + 2x2x4,

K = 1
4
x2

1 + x2
2 + x2

3 + 2x2
4 + 2x2x4.

29. H = x2
1 + 3

2
x2

2 − 2x2
3 + x2

4 + 2x1x2 + 4x1x3,

K = x2
1 + 5

4
x2

2 + x2
3 + x2

4 + 2x2x3.

30. H = x2
1 − 15x2

2 + 4x1x2 − 2x1x3 + 6x2x3,

K = x2
1 + 17x2

2 + 3x2
3 + 4x1x2 − 2x1x3 − 14x2x3.

31. Cho că.p da.ng toàn phu.o.ng H và K, trong d̄ó K xác d̄i.nh du.o.ng. Xét phép

biến d̄ô’i tuyến t́ınh không suy biến bất kỳ d̄u.a K vè̂ da.ng chuâ’n tắc, d̄ò̂ng

thò.i d̄u.a H vè̂ da.ng ch́ınh tắc

H = λ1y
2
1 + · · · + λny

2
n.

Chú.ng minh rà̆ng các hê. số λ1, ..., λn d̄u.o.. c xác d̄i.nh duy nhất sai khác thú. tu.. .

Ho.n nũ.a, chúng là các nghiê.m cu’a phu.o.ng tr̀ınh d̄a thú.c det(A − XB) = 0

vó.i â’n X, trong d̄ó A và B là các ma trâ.n tu.o.ng ú.ng cu’a H và K trong cùng

mô.t co. so.’ nào d̄ó cu’a không gian.

Có thê’ d̄u.a că.p da.ng toàn phu.o.ng sau d̄ây vè̂ da.ng ch́ınh tắc bo.’ i cùng mô.t

phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh thu.. c không suy biến hay không?

32. H = x2
1 + 4x1x2 − x2

2,

K = x2
1 + 6x1x2 + 5x2

2.

33. H = x2
1 + x1x2 − x2

2,

K = x2
1 − 2x1x2.
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34. Cho că.p da.ng toàn phu.o.ng xác d̄i.nh du.o.ng H và K. Gia’ su.’ phép biến d̄ô’i

tuyến t́ınh không suy biến thú. nhất d̄u.a K vè̂ da.ng chuâ’n tắc, d̄ò̂ng thò.i d̄u.a

H vè̂ da.ng ch́ınh tắc H =
∑n

i=1 λiy
2
i và phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh không suy

biến thú. hai d̄u.a H vè̂ da.ng chuâ’n tắc, d̄ò̂ng thò.i d̄u.a K vè̂ da.ng ch́ınh tắc

K =
∑n

i=1 µiz
2
i . T̀ım mối liên hê. giũ.a các hê. số λ1, ..., λn và µ1, ..., µn.

35. Ta nói các că.p da.ng toàn phu.o.ng (H1, K1) và (H2, K2), trong d̄ó K1 và K2

xác d̄i.nh du.o.ng, là tu.o.ng d̄u.o.ng nếu có mô.t phép biến d̄ô’i tuyến t́ınh không

suy biến d̄u.a H1 vè̂ H2 d̄ò̂ng thò.i d̄u.a K1 vè̂ K2. Chú.ng minh rà̆ng d̄iè̂u kiê.n

cà̂n và d̄u’ d̄ê’ hai că.p da.ng trên tu.o.ng d̄u.o.ng là tâ.p ho.. p nghiê.m (kê’ ca’ bô. i)

cu’a hai phu.o.ng tr̀ınh det(A1 − XB1) = 0 và det(A2 − XB2) = 0 trùng nhau.

O
.’ d̄ây Ai và Bi là ma trâ.n tu.o.ng ú.ng cu’a Hi và Ki trong cùng mô.t co. so.’ cu’a

không gian.

36. Chú.ng minh rà̆ng da.ng ch́ınh tắc
∑n

i=1 λiy
2
i mà da.ng toàn phu.o.ng H có thê’

d̄u.a vè̂ d̄u.o.. c nhò. mô. t phép biến d̄ô’i tru.. c giao d̄u.o.. c xác d̄i.nh duy nhất sai

khác thú. tu.. cu’a các biến. Ho.n nũ.a các hê. số λ1, ..., λn là các nghiê.m cu’a d̄a

thú.c d̄ă. c tru.ng cu’a ma trâ.n A cu’a da.ng H.

T̀ım da.ng ch́ınh tắc mà da.ng toàn phu.o.ng sau d̄ây có thê’ d̄u.a vè̂ nhò. mô.t

phép biến d̄ô’i tru.. c giao. Viết biê’u thú.c tu.̀o.ng minh cu’a phép biến d̄ô’i d̄ó.

37.
∑n

i=1 x2
i +

∑n
i<j xixj.

38.
∑n

i<j xixj.

39. Hai da.ng toàn phu.o.ng d̄u.o.. c go. i là tu.o.ng d̄u.o.ng tru.. c giao nếu da.ng này có

thê’ d̄u.a vè̂ da.ng kia nhò. mô.t phép biến d̄ô’i tru.. c giao. Chú.ng minh rà̆ng d̄iè̂u

kiê.n cà̂n và d̄u’ d̄ê’ hai da.ng toàn phu.o.ng tu.o.ng d̄u.o.ng tru.. c giao là các d̄a

thú.c d̄ă. c tru.ng cu’a các ma trâ.n cu’a chúng trùng nhau.

40. Chú.ng minh rà̆ng mo. i ma trâ.n d̄ối xú.ng thu.. c A d̄è̂u có thê’ viết du.́o.i da.ng
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A = Q−1BQ, trong d̄ó Q là mô. t ma trâ.n tru.. c giao và B là mô. t ma trâ.n d̄u.̀o.ng

chéo thu.. c.

41. Chú.ng minh rà̆ng mo. i giá tri. riêng cu’a mô.t ma trâ.n thu.. c A d̄è̂u thuô.c d̄oa.n

[a, b] nếu và chı’ nếu da.ng toàn phu.o.ng vó.i ma trâ.n (A−λE) xác d̄i.nh du.o.ng

vó.i mo. i λ < a và xác d̄i.nh âm vó.i mo. i λ > b.

42. Gia’ su.’ A và B là các ma trâ.n d̄ối xú.ng thu.. c. Chú.ng minh rà̆ng nếu các tri.

riêng cu’a A d̄è̂u thuô.c d̄oa.n [a, b] và các tri. riêng cu’a B d̄è̂u thuô.c d̄oa.n [c, d]

th̀ı các giá tri. riêng cu’a ma trâ.n A + B d̄è̂u thuô.c d̄oa.n [a + c, b + d].

43. Chú.ng minh rà̆ng mô.t da.ng toàn phu.o.ng không suy biến có thê’ d̄u.a vè̂ da.ng

chuâ’n tắc nhò. mô.t phép biến d̄ô’i tru.. c giao nếu và chı’ nếu ma trâ.n cu’a nó

trong mô.t co. so.’ nào d̄ó là mô. t ma trâ.n tru.. c giao.

44. Chú.ng minh rà̆ng ma trâ.n cu’a mô.t da.ng toàn phu.o.ng xác d̄i.nh du.o.ng là tru.. c

giao nếu và chı’ nếu da.ng toàn phu.o.ng d̄ó là tô’ng cu’a các b̀ınh phu.o.ng. Hãy

diẽ̂n d̄a. t su.. kiê.n này bà̆ng thuâ. t ngũ. ma trâ.n.

45. Chú.ng minh rà̆ng mo. i ma trâ.n không suy biến thu.. c A có thê’ viết mô.t cách

duy nhất du.́o.i da.ng A = QB, trong d̄ó Q là mô. t ma trâ.n tru.. c giao và B là

mô. t ma trâ.n tam giác trên vó.i các phà̂n tu.’ du.o.ng trên d̄u.̀o.ng chéo ch́ınh.

46. Chú.ng minh rà̆ng:

(a) Mỗi ma trâ.n thu.. c không suy biến A d̄è̂u có thê’ viết du.́o.i hai da.ng

A = Q1B1 và A = B2Q2, trong d̄ó Q1, Q2 là các ma trâ.n tru.. c giao và

B1, B2 là các ma trâ.n d̄ối xú.ng thu.. c vó.i các d̄i.nh thú.c con ch́ınh du.o.ng.

Mỗi cách viết d̄ó d̄è̂u duy nhất.

(b) Mỗi ma trâ.n phú.c không suy biến A d̄è̂u có thê’ viết du.́o.i hai da.ng

A = Q1B1 và A = B2Q2, trong d̄ó Q1, Q2 là các ma trâ.n unita và B1, B2
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là các ma trâ.n tu.. liên ho.. p, có các d̄i.nh thú.c con ch́ınh du.o.ng. Mỗi cách

viết d̄ó d̄è̂u duy nhất.
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Chu.o.ng VII

D- A. I SỐ D- A TUYẾN TÍNH

Trong chu.o.ng này, chúng ta tr̀ınh bày các cấu trúc d̄a tuyến t́ınh cu’a d̄a. i số

tuyến t́ınh. Vu.o.. t xa ra ngoài khuôn khô’ cu’a d̄a. i số tuyến t́ınh, các cấu trúc này

t̀ım d̄u.o.. c nhiè̂u ú.ng du.ng trong Co. ho.c và Vâ. t lý, trong Hı̀nh ho.c vi phân, Gia’ i

t́ıch trên d̄a ta.p và Lý thuyết biê’u diẽ̂n nhóm...

D- ê’ chuâ’n bi. cho viê.c tr̀ınh bày chu.o.ng này, ta cà̂n mấy d̄i.nh ngh̃ıa sau d̄ây.

D- i.nh ngh̃ıa 0.4 Mô.t d̄a. i số trên tru.̀o.ng K là mô. t K-không gian vécto. A d̄u.o.. c

trang bi. mô.t phép nhân · : A × A → A, (α, β) 7→ αβ thoa’ mãn nhũ.ng d̄iè̂u kiê.n

sau:

(a) A cùng vó.i phép cô.ng vécto. và phép nhân lâ.p thành mô.t vành.

(b) Các phép nhân vó.i vô hu.́o.ng và phép nhân cu’a A liên hê. vó.i nhau bo.’ i hê.

thú.c

(aα)β = α(aβ) = a(αβ),

vó.i mo. i a ∈ K, α, β ∈ A.

Tâ.p con khác rỗng B ⊂ A d̄u.o.. c go. i là mô. t d̄a. i số con cu’a d̄a. i số A nếu nó vù.a là

mô. t không gian vécto. con vù.a là mô. t vành con cu’a A.

Cho các d̄a. i số A và A′. Ánh xa. ϕ : A → A′ d̄u.o.. c go. i là mô. t d̄ò̂ng cấu d̄a. i số

nếu nó vù.a là mô. t d̄ò̂ng cấu không gian vécto. vù.a là mô. t d̄ò̂ng cấu vành.

Chă’ ng ha.n, K-không gian vécto. các ma trâ.n vuông M(n×n,K) vó.i phép nhân

ma trâ.n là mô. t d̄a. i số trên tru.̀o.ng K.
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D- i.nh ngh̃ıa 0.5 Gia’ su.’ A là mô. t d̄a. i số trên K. Không gian vécto. con B ⊂ A

d̄u.o.. c go. i là mô. t id̄êan cu’a d̄a. i số A nếu nó có t́ınh chất hấp thu. , tú.c là nếu:

αβ ∈ B, βα ∈ B,

vó.i mo. i α ∈ A, β ∈ B.

Chă’ ng ha.n, tâ.p các ma trâ.n tam giác trên vó.i các phà̂n tu.’ trên d̄u.̀o.ng chéo

bà̆ng 0 là mô. t id̄êan cu’a d̄a. i số ma trâ.n M(n × n,K).

Dẽ̂ thấy rà̆ng, nếu B là mô. t id̄êan cu’a d̄a. i số A th̀ı không gian thu.o.ng A/B tro.’

thành mô.t d̄a. i số, go. i là d̄a. i số thu.o.ng, vó.i phép nhân d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau:

(α + B)(α′ + B) = (αα′) + B.

Nè̂n ta’ng cu’a các cấu trúc d̄a tuyến t́ınh là khái niê.m t́ıch tenxo. cu’a các không

gian vécto..

1 T́ıch tenxo.

Gia’ su.’ L,M,N là các không gian vécto. trên tru.̀o.ng K. Ánh xa. ϕ : L × M → N

d̄u.o.. c go. i là song tuyến t́ınh nếu

ϕ(α1 + α2, β) = ϕ(α1, β) + ϕ(α2, β),

ϕ(aα, β) = aϕ(α, β),

ϕ(α, β1 + β2) = ϕ(α, β1) + ϕ(α, β2),

ϕ(α, aβ) = aϕ(α, β),

vó.i mo. i α, α1, α2 ∈ L, β, β1, β2 ∈ M, a ∈ K. Nói cách khác, ánh xa. song tuyến t́ınh

là mô.t ánh xa. tuyến t́ınh vó.i mỗi biến khi cố d̄i.nh biến kia.

Go. i F (L×M) là tâ.p ho.. p tất ca’ các hàm có giá hũ.u ha. n tù. L×M vào tru.̀o.ng

K, tú.c là các hàm chı’ khác 0 ta. i mô. t số hũ.u ha.n d̄iê’m nào d̄ó cu’a L × M . Tâ.p
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ho.. p này lâ.p nên mô.t K-không gian vécto. d̄ối vó.i các phép toán cô.ng và nhân vó.i

vô hu.́o.ng d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa theo giá tri. cu’a hàm, cu. thê’ nhu. sau:

(f + g)(α, β) = f(α, β) + g(α, β),

(af)(α, β) = af(α, β),

vó.i mo. i f, g ∈ F (L × M), a ∈ K, (α, β) ∈ L × M .

Mỗi phà̂n tu.’ (α, β) ∈ L × M d̄u.o.. c d̄ă. t tu.o.ng ú.ng vó.i mô. t hàm, cũng ký hiê.u

là (α, β) ∈ F (L × M) d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau:

(α, β) : L × M → K,

(α, β) 7→ 1,

(α′, β′) 7→ 0, ∀(α′, β′) 6= (α, β).

Gia’ su.’ f ∈ F (L × M) là hàm chı’ khác 0 trên tâ.p hũ.u ha.n {(αi, βi)| i ∈ I}, vó.i

f(αi, βi) = ai. Dẽ̂ thấy rà̆ng

f =
∑
i∈I

ai(αi, βi).

Nhu. vâ.y, mô.t cách tru.. c giác, ta có thê’ hiê’u F (L × M) là tâ.p ho.. p các tô’ng h̀ınh

thú.c có giá hũ.u ha.n cu’a các phà̂n tu.’ trong L × M vó.i hê. số trong K.

Go. i H là không gian vécto. con cu’a F (L×M) sinh bo.’ i các phà̂n tu.’ có da.ng sau

d̄ây:

(α1 + α2, β) − (α1, β) − (α2, β),

(aα, β) − a(α, β),

(α, β1 + β2) − (α, β1) − (α, β2),

(α, aβ) − a(α, β),

trong d̄ó α, α1, α2 ∈ L, β, β1, β2 ∈ M, a ∈ K.

D- i.nh ngh̃ıa 1.1 Ta go. i không gian vécto. thu.o.ng F (L × M)/H là t́ıch tenxo. cu’a

các không gian L và M . Nó d̄u.o.. c ký hiê.u bo.’ i L ⊗ M , hoă.c chi tiết ho.n L ⊗K M .
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A’ nh cu’a phà̂n tu.’ (α, β) bo.’ i phép chiếu ch́ınh tắc F (L×M) → L⊗M d̄u.o.. c ký

hiê.u là α ⊗ β. Nhu. vâ.y

α ⊗ β = [(α, β)] := (α, β) + H.

Theo d̄i.nh ngh̃ıa cu’a không gian con H, ta có

(α1 + α2) ⊗ β = α1 ⊗ β + α2 ⊗ β,

(aα) ⊗ β = a(α ⊗ β),

α ⊗ (β1 + β2) = α ⊗ β1 + α ⊗ β2,

α ⊗ (aβ) = a(α ⊗ β),

trong d̄ó α, α1, α2 ∈ L, β, β1, β2 ∈ M, a ∈ K. Nói cách khác, ánh xa.

t : L × M → L ⊗ M

d̄i.nh ngh̃ıa bo.’ i công thú.c t(α, β) = α ⊗ β là mô. t ánh xa. song tuyến t́ınh.

T́ıch tenxo. d̄u.o.. c xây du.. ng nhà̆m mu. c d̄ı́ch tuyến t́ınh hoá các ánh xa. song

tuyến t́ınh. D- iè̂u này d̄u.o.. c nói rõ trong d̄i.nh lý sau d̄ây.

D- i.nh lý 1.2 (T́ınh phô’ du.ng cu’a t́ıch tenxo.). Vó.i mo. i ánh xa. song tuyến t́ınh

ϕ : L×M → N , tò̂n ta. i duy nhất ánh xa. tuyến t́ınh h : L⊗M → N làm giao hoán

biê’u d̄ò̂

L × M - L ⊗ M
t

N ,

@
@

@
@R

ϕ
¡

¡
¡

¡ª

h

tú.c là ϕ = h ◦ t.

Chú.ng minh: Ta thác triê’n ánh xa. ϕ thành ánh xa. ϕ̃ : F (L × M) → N xác d̄i.nh

bo.’ i công thú.c

ϕ̃(
∑
i∈I

ai(αi, βi)) =
∑
i∈I

aiϕ(αi, βi).
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Rõ ràng ϕ̃ là mô. t ánh xa. tuyến t́ınh. Ho.n nũ.a, do ϕ là song tuyến t́ınh cho nên

H ⊂ Kerϕ̃. Thâ. t vâ.y

ϕ̃((α1 + α2, β) − (α1, β) − (α2, β)) = ϕ(α1 + α2, β) − ϕ(α1, β) − ϕ(α2, β) = 0,

ϕ̃((aα, β) − a(α, β)) = ϕ(aα, β) − aϕ(α, β) = 0,

ϕ̃((α, β1 + β2) − (α, β1) − (α, β2)) = ϕ(α, β1 + β2) − ϕ(α, β1) − ϕ(α, β2) = 0,

ϕ̃((α, aβ) − a(α, β)) = ϕ(α, aβ) − aϕ(α, β) = 0,

vó.i mo. i α, α1, α2 ∈ L, β, β1, β2 ∈ M, a ∈ K.

Do H ⊂ Kerϕ̃, ánh xa. tuyến t́ınh ϕ̃ ca’m sinh ánh xa. tuyến t́ınh

h : L ⊗ M := F (L × M)/H → N

h[x] = ϕ̃(x),

o.’ d̄ây [x] = x + H là ló.p cu’a phà̂n tu.’ x bất kỳ trong F (L × M).

Vó.i mo. i α ∈ L, β ∈ M , ta có

ϕ(α, β) = ϕ̃(α, β) = h[(α, β)] = h(α ⊗ β) = h(t(α, β)).

Vı̀ thế ϕ = h ◦ t.

Tiếp theo, ta chú.ng minh t́ınh duy nhất cu’a h. Gia’ su.’ h′ : L⊗M → N cũng là

mô.t ánh xa. tuyến t́ınh thoa’ mãn hê. thú.c ϕ = h ◦ t = h′ ◦ t. Nhu. thế h = h′ trên

Im(t).

Không gian F (L×M) d̄u.o.. c sinh bo.’ i các phà̂n tu.’ có da.ng (α, β), do d̄ó L⊗M :=

F (L×M)/H d̄u.o.. c sinh bo.’ i các phà̂n tu.’ có da.ng (α, β)+H = α⊗β = t(α, β). Nói

cách khác, Im(t) sinh ra không gian L ⊗ M . Các ánh xa. tuyến t́ınh h và h′ bà̆ng

nhau trên Im(t), nên chúng bà̆ng nhau trên toàn không gian L ⊗ M . 2

Go.i L(L,M ; N) là không gian vécto. các ánh xa. song tuyến t́ınh tù. L × M vào

N . D- i.nh lý 1.2 cho phép xây du.. ng mô.t ánh xa. L(L,M ; N) → L(L ⊗ M,N) bà̆ng

cách chuyê’n ϕ thành h. D- ó là mô. t d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh:

Hê. qua’ 1.3 L(L,M ; N) ∼= L(L ⊗ M,N). 2
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T́ıch tenxo. cu’a hai ánh xa. tuyến t́ınh d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau. Gia’ su.’ f : L →

N và g : M → P là các ánh xa. tuyến t́ınh. Dẽ̂ thấy rà̆ng ánh xa.

f × g : L × M → N ⊗ P,

(f × g)(α, β) = f(α) ⊗ g(β), α ∈ L, β ∈ M

là song tuyến t́ınh. Do d̄ó, theo D- i.nh lý 1.2, tò̂n ta. i duy nhất mô.t ánh xa. d̄u.o.. c ký

hiê.u là f ⊗ g : L⊗M → N ⊗P có t́ınh chất (f ⊗ g)(α⊗ β) = f(α)⊗ g(β). Ánh xa.

f ⊗ g d̄u.o.. c go. i là t́ıch tenxo. cu’a f và g.

2 Các t́ınh chất co. ba’n cu’a t́ıch tenxo.

Trong các mê.nh d̄è̂ sau d̄ây, gia’ su.’ L,M,N là các không gian vécto. trên tru.̀o.ng K.

Mê.nh d̄è̂ 2.1 (T́ınh kết ho.. p). Tò̂n ta. i duy nhất mô. t d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh

(L ⊗ M) ⊗ N
∼=→ L ⊗ (M ⊗ N),

sao cho (α ⊗ β) ⊗ γ 7→ α ⊗ (β ⊗ γ) vó.i mo. i α ∈ L, β ∈ M,γ ∈ N .

Chú.ng minh: Ta xét ánh xa. τ : (L ⊗ M) × N → L ⊗ (M ⊗ N) xác d̄i.nh bo.’ i

τ((α⊗ β), γ) = α⊗ (β ⊗ γ). Dẽ̂ kiê’m tra la. i rà̆ng d̄ó là mô. t ánh xa. song tuyến t́ınh

d̄ối vó.i các biến α ⊗ β và γ. Theo D- i.nh lý 1.2, tò̂n ta. i duy nhất mô.t ánh xa. tuyến

t́ınh h : (L ⊗ M) ⊗ N → L ⊗ (M ⊗ N) sao cho h((α ⊗ β) ⊗ γ) = α ⊗ (β ⊗ γ), vó.i

mo. i α ∈ L, β ∈ M,γ ∈ N .

Tu.o.ng tu.. , tò̂n ta. i duy nhất mô. t ánh xa. tuyến t́ınh k : L⊗(M⊗N) → (L⊗M)⊗N

sao cho k(α ⊗ (β ⊗ γ)) = (α ⊗ β) ⊗ γ, vó.i mo. i α ∈ L, β ∈ M,γ ∈ N .

Nhu. vâ.y, kh : (L⊗M)⊗N → (L⊗M)⊗N là mô. t ánh xa. tuyến t́ınh thoa’ mãn

kh((α ⊗ β) ⊗ γ) = (α ⊗ β) ⊗ γ, vó.i mo. i α ∈ L, β ∈ M,γ ∈ N . Nói cách khác, kh

trùng vó.i ánh xa. d̄ò̂ng nhất id trên tâ.p các vécto. có da.ng (α ⊗ β) ⊗ γ; d̄ó là mô. t

tâ.p sinh cu’a không gian (L⊗M)⊗N . Do d̄ó kh = id, bo.’ i v̀ı ca’ hai d̄è̂u là các ánh

xa. tuyến t́ınh.
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Lâ.p luâ.n tu.o.ng tu.. , ta có hk = id. Hai d̄ă’ ng thú.c kh = id và hk = id chú.ng to’

rà̆ng h là mô. t d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh. 2

Mê.nh d̄è̂ này cho phép ta d̄i.nh ngh̃ıa t́ıch tenxo. L1 ⊗L2 ⊗ · · · ⊗Ln cu’a n không

gian vécto. L1, L2, ..., Ln.

Chúng tôi d̄è̂ nghi. d̄ô. c gia’ tu.. chú.ng minh ba mê.nh d̄è̂ du.́o.i d̄ây, xem nhu. nhũ.ng

bài tâ.p.

Mê.nh d̄è̂ 2.2 (T́ınh giao hoán). Tò̂n ta. i duy nhất mô. t d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh

L ⊗ M
∼=→ M ⊗ L,

sao cho α ⊗ β 7→ β ⊗ α vó.i mo. i α ∈ L, β ∈ M .

Mê.nh d̄è̂ 2.3 (T́ınh “có d̄o.n vi.”). Tò̂n ta. i duy nhất d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh

K ⊗K L
∼=→ L ⊗K K

∼=→ L,

sao cho a ⊗ α 7→ α ⊗ a 7→ aα vó.i mo. i a ∈ K, α ∈ L.

Mê.nh d̄è̂ 2.4 (T́ınh phân phối).

(L ⊕ M) ⊗ N ∼= (L ⊗ N) ⊕ (M ⊗ N),

L ⊗ (M ⊕ N) ∼= (L ⊗ M) ⊕ (L ⊗ N).

Hê. qua’ 2.5 Gia’ su.’ (α1, ..., αm) và (β1, ..., βn) là các co. so.’ tu.o.ng ú.ng cu’a các

không gian vécto. L và M . Khi d̄ó, hê. vécto.

(αiβj| 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n)

là mô. t co. so.’ cu’a không gian vécto. L ⊗ M . Nói riêng

dim(L ⊗ M) = dim L · dim M.
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Chú.ng minh: Theo d̄i.nh ngh̃ıa cu’a co. so.’ , ta có các d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh

L ∼= ⊕m
i=1Kαi M ∼= ⊕n

j=1Kβj.

Áp du.ng hai mê.nh d̄è̂ kế trên, ta có

L ⊗ M ∼= (⊕m
i=1Kαi) ⊗ (⊕n

j=1Kβj)

∼= ⊕m
i=1 ⊕n

j=1 (Kαi) ⊗ (Kβj)

∼= ⊕m
i=1 ⊕n

j=1 K(αi ⊗ βj).

D- ă’ ng thú.c này chú.ng to’ hê. vécto. (αiβj| 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n) là mô. t co. so.’ cu’a

không gian vécto. L ⊗ M . 2

Các v́ı du. sau d̄ây gió.i thiê.u mô.t số d̄ă’ ng cấu ch́ınh tắc liên quan d̄ến t́ıch tenxo..

Vı́ du. 2.6 Nếu L1, ..., Ln là các không gian vécto. hũ.u ha.n chiè̂u th̀ı

L∗
1 ⊗ · · · ⊗ L∗

n
∼= (L1 ⊗ · · · ⊗ Ln)∗.

Bà̆ng phép quy na.p, ta chı’ cà̂n kiê’m chú.ng v́ı du. này cho n = 2. Gia’ su.’

f1 : L1 → K, f2 : L2 → K là các ánh xa. tuyến t́ınh. Xét ho.. p thành cu’a ánh xa.

f1⊗f2 : L1⊗L2 → K⊗K vó.i d̄ă’ ng cấu tuyến tuyến t́ınh ι : K⊗K → K, a⊗b 7→ ab,

ta có ι ◦ (f1 ⊗ f2) ∈ (L1 ⊗ L2)
∗. Tu.o.ng ú.ng

L∗
1 × L∗

2 → (L1 ⊗ L2)
∗,

(f1, f2) 7→ ι ◦ (f1 ⊗ f2)

hiê’n nhiên là mô. t ánh xa. song tuyến t́ınh. Theo D- i.nh lý 1.2, có duy nhất mô.t ánh

xa. tuyến t́ınh h : L∗
1 ⊗ L∗

2 → (L1 ⊗ L2)
∗ sao cho h(f1 ⊗ f2) = ι ◦ (f1 ⊗ f2).

Ánh xa. h ch́ınh là d̄ă’ ng cấu pha’i t̀ım.

Vı́ du. 2.7 L∗ ⊗ M ∼= L(L,M).
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Xét ánh xa. song tuyến t́ınh

L∗ × M → L(L,M),

(f, β) 7→ [α 7→ f(α)β],

trong d̄ó f ∈ L∗, α ∈ L, β ∈ M . Theo D- i.nh lý 1.2, ánh xa. nói trên ca’m sinh mô.t

ánh xa. tuyến t́ınh duy nhất

L∗ ⊗ M → L(L,M),

f ⊗ β 7→ [α 7→ f(α)β].

D- ó là mô. t d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh.

Vı́ du. 2.8 L(L ⊗ M,N) ∼= L(L,L(M,N)).

Ta d̄ã biết rà̆ng L(L ⊗ M,N) ∼= L(L,M ; N). Ánh xa.

L(L,M ; N) → L(L,L(M,N)),

f 7→ [α 7→ [β 7→ f(α, β)]],

trong d̄ó f ∈ L(L,M ; N), α ∈ L, β ∈ M , ch́ınh là d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh cà̂n t̀ım.

3 D- a. i số tenxo.

Vó.i mỗi K-không gian vécto. L, ta xét t́ıch tenxo.

T q
p (L) = L∗ ⊗ · · · ⊗ L∗︸ ︷︷ ︸

p

⊗L ⊗ · · · ⊗ L︸ ︷︷ ︸
q

.

D- i.nh ngh̃ıa 3.1 Mỗi phà̂n tu.’ cu’a không gian T q
p (L) d̄u.o.. c go. i là mô. t tenxo. kiê’u

(p, q) hay là mô.t tenxo. p là̂n thuâ. n biến và q là̂n pha’n biến trên không gian L.

Ta có thê’ d̄ò̂ng nhất T q
p (L) vó.i (L ⊗ · · · ⊗ L︸ ︷︷ ︸

p

⊗L∗ ⊗ · · · ⊗ L∗︸ ︷︷ ︸
q

)∗. Vı̀ thế, mỗi tenxo.

p là̂n thuâ.n biến và q là̂n pha’n biến d̄u.o.. c d̄ò̂ng nhất vó.i mô. t ánh xa. d̄a tuyến t́ınh

L × · · · × L︸ ︷︷ ︸
p

×L∗ × · · · × L∗︸ ︷︷ ︸
q

→ K.
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Các d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh nói trong các Mê.nh d̄è̂ 2.1 và 2.2 cho phép xác d̄i.nh

d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh ch́ınh tắc (có d̄u.o.. c bà̆ng cách tráo d̄ô’i thú. tu.. các nhân tu.’ )

µq
p : (L∗ ⊗ · · · ⊗ L∗︸ ︷︷ ︸

p

⊗L ⊗ · · · ⊗ L︸ ︷︷ ︸
q

) ⊗ (L∗ ⊗ · · · ⊗ L∗︸ ︷︷ ︸
p′

⊗L ⊗ · · · ⊗ L︸ ︷︷ ︸
q′

)

→ L∗ ⊗ · · · ⊗ L∗︸ ︷︷ ︸
p+p′

⊗L ⊗ · · · ⊗ L︸ ︷︷ ︸
q+q′

.

Ta viết go.n d̄ă’ ng cấu nói trên du.́o.i da.ng

µq
p : T q

p (L) ⊗ T q′

p′ (L) → T q+q′

p+p′ (L).

Xét tô’ng tru.. c tiếp

T (L) = ⊕∞
p,q=0T

q
p (L).

Ho. các ánh xa. {µq
p|0 ≤ p, q < ∞} xác d̄i.nh mô.t ánh xa. tuyến t́ınh

µ : T (L) ⊗ T (L) → T (L).

Nói cách khác, T (L) d̄u.o.. c trang bi. mô.t phép nhân d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau:

T (L) × T (L) → T (L),

(α, β) 7→ µ(α ⊗ β).

D- i.nh lý sau d̄ây d̄u.o.. c kiê’m nghiê.m không mấy khó khăn.

D- i.nh lý 3.2 T (L) là mô. t d̄a. i số trên tru.̀o.ng K.

D- i.nh ngh̃ıa 3.3 T (L) d̄u.o.. c go. i là d̄a. i số tenxo. cu’a không gian vécto. L.

D- a. i số tenxo. T (L) có hai d̄a. i số con hiê’n nhiên, d̄ó là T∗(L) = ⊕∞
p=0T

0
p (L) và

T ∗(L) = ⊕∞
q=0T

q
0 (L). Ha.n chế cu’a t́ıch µ cu’a T (L) trên các d̄a. i số con này d̄o.n gia’n

chı’ là viê.c “viết liè̂n” các tenxo. vó.i nhau. Vı̀ thế, t́ıch cu’a các d̄a. i số con này d̄u.o.. c

ký hiê.u d̄o.n gia’n bo.’ i ⊗.

Tiếp theo, ta xét biê’u thú.c toa. d̄ô. cu’a mô.t tenxo..
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Gia’ su.’ (e1, ..., en) là mô. t co. so.’ cu’a không gian vécto. L. Trong lý thuyết tenxo.,

d̄ê’ cho go.n ngu.̀o.i ta thu.̀o.ng ký hiê.u co. so.’ d̄ối ngẫu vó.i (e1, ..., en) là (e1, ..., en). D- ó

là co. so.’ cu’a L∗ d̄u.o.. c xác d̄i.nh bo.’ i d̄iè̂u kiê.n sau d̄ây:

〈·, ·〉 : L × L∗ → K,

〈ej, e
i〉 = δi

j =

 1, nếu i = j,

0, nếu i 6= j.

Theo Hê. qua’ 2.5, hê. vécto. sau d̄ây lâ.p nên mô.t co. so.’ cu’a không gian vécto. T q
p (L):

(ei1 ⊗ · · · ⊗ eip ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejq | 1 ≤ i1, ..., ip, j1, ..., jq ≤ n).

Nhu. vâ.y, mỗi tenxo. T ∈ T q
p (L) có biê’u thi. tuyến t́ınh duy nhất

T =
∑

i1,...,ip,j1,...,jq

T
j1,...,jq

i1,...,ip ei1 ⊗ · · · ⊗ eip ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejq ,

trong d̄ó T
j1,...,jq

i1,...,ip ∈ K là các toa. d̄ô. cu’a T trong co. so.’ nói trên.

Dấu tô’ng trong công thú.c trên quá cò̂ng kè̂nh. D- ê’ d̄o.n gia’n hoá, ngu.̀o.i ta d̄ă. t

ra qui u.́o.c cô’ d̄iê’n sau d̄ây.

Quy u.́o.c 3.4 Trong các phép t́ınh vó.i tenxo., ta sẽ không viết (mà hiê’u ngà̂m) dấu

tô’ng trong tru.̀o.ng ho.. p tô’ng d̄u.o.. c lấy theo mô. t că. p chı’ số giống nhau, trong d̄ó có

mô. t chı’ số trên và mô. t chı’ số du.́o.i.

Theo qui u.́o.c này th̀ı công thú.c o.’ trên có thê’ viết la. i nhu. sau:

T = T
j1,...,jq

i1,...,ip ei1 ⊗ · · · ⊗ eip ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejq .

Gia’ su.’ (e′1, ..., e
′
n) cũng là mô.t co. so.’ cu’a L, và A = (aj

`), trong d̄ó aj
` là phà̂n tu.’

nà̆m o.’ hàng j cô. t ` cu’a ma trâ.n A, là ma trâ.n chuyê’n tù. (e1, ..., en) sang (e′1, ..., e
′
n),

ngh̃ıa là

e′` = aj
`ej .
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Go.i B = (bk
i ) là chuyê’n vi. cu’a ma trâ. n chuyê’n tù. (e1, ..., en) sang (e′1, ..., e′n), ngh̃ıa

là e′k = bk
i e

i. Ta có

δk
` = 〈e′`, e′k〉 = 〈aj

`ej, b
k
i e

i〉 = aj
`b

k
i 〈ej, e

i〉

= aj
`b

k
i δ

i
j = ai

`b
k
i .

D- iè̂u này tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i d̄ă’ ng thú.c ma trâ.n BA = En. Hay là B = A−1.

Gia’ su.’ biê’u thú.c toa. d̄ô. cu’a tenxo. T trong co. so.’ mó.i là

T = T
′`1,...,`q

k1,...,kp
e′k1 ⊗ · · · ⊗ e′kp ⊗ e′`1 ⊗ · · · ⊗ e′`q

.

Ta có

T = T
′`1,...,`q

k1,...,kp
(bk1

i1 ei1) ⊗ · · · ⊗ (b
kp

ip eip) ⊗ (aj1
`1

ej1) ⊗ · · · ⊗ (a
jq

`q
ejq)

= aj1
`1
· · · ajq

`q
bk1
i1 · · · bkp

ip T
′`1,...,`q

k1,...,kp
ei1 ⊗ · · · ⊗ eip ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejq .

Do t́ınh duy nhất cu’a toa. d̄ô. cu’a mô.t vécto. trong mô.t co. so.’ , ta nhâ.n d̄u.o.. c

T
j1,...,jq

i1,...,ip = aj1
`1
· · · ajq

`q
bk1
i1 · · · bkp

ip T
′`1,...,`q

k1,...,kp
.

D- ó là công thú.c d̄ô’i toa. d̄ô. cu’a tenxo..

Sau d̄ây là các v́ı du. vè̂ mô. t vài tenxo. quan tro.ng.

Vı́ du. 3.5 (a) Ma trâ. n và ánh xa. tuyến t́ınh: Theo Vı́ du. 2.7, không gian các

ánh xa. tuyến t́ınh L(L,L) d̄u.o.. c d̄ò̂ng nhất vó.i t́ıch tenxo. L∗ ⊗ L = T 1
1 (L).

Mỗi phà̂n tu.’ f cu’a nó vó.i biê’u thú.c toa. d̄ô.

f = ai
je

j ⊗ ei

d̄u.o.. c d̄ò̂ng nhất vó.i ánh xa. tuyến t́ınh f : L → L xác d̄i.nh bo.’ i

f(ej) = ai
jei.

Nói cách khác, ma trâ.n A = (ai
j) vó.i phà̂n tu.’ ai

j nà̆m o.’ hàng i cô. t j ch́ınh là

ma trâ.n cu’a ánh xa. f trong co. so.’ (e1, ..., en).
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(b) Tenxo. mêtŕıc: Theo Hê. qua’ 1.3 và Vı́ du. 2.6, t́ıch tenxo. T 0
2 (L) = L∗ ⊗ L∗

d̄u.o.. c d̄ò̂ng nhất vó.i không gian (L⊗L)∗ ≡ L(L,L;K) các ánh xa. song tuyến

t́ınh tù. L × L vào K. Mỗi phà̂n tu.’ cu’a nó

g = gije
i ⊗ ej

d̄u.o.. c d̄ò̂ng nhất vó.i da.ng song tuyến t́ınh g : L × L → K xác d̄i.nh bo.’ i

g(ei, ej) = gij.

Hàm g là d̄ối xú.ng nếu và chı’ nếu gij = gji vó.i mo. i i, j. Gia’ su.’ K = R, hàm

g d̄ối xú.ng và ma trâ.n Gram-Shmidt G = (gij) có các d̄i.nh thú.c con ch́ınh

d̄è̂u du.o.ng. Khi d̄ó, tenxo. g là mô. t t́ıch vô hu.́o.ng trên L. Nó d̄u.o.. c go. i là

mô. t tenxo. mêtŕıc.

(c) Tenxo. cấu trúc d̄a. i số: Theo Hê. qua’ 1.3 cùng các Vı́ du. 2.6 và 2.7, t́ıch

tenxo. T 1
2 (L) = L∗ ⊗ L∗ ⊗ L d̄u.o.. c d̄ò̂ng nhất vó.i không gian các ánh xa.

L(L ⊗ L,L) ≡ L(L,L; L). Mỗi phà̂n tu.’ cu’a t́ıch tenxo. d̄ó

m = mt
ije

i ⊗ ej ⊗ et

d̄u.o.. c d̄ò̂ng nhất vó.i mô. t ánh xa. tuyến t́ınh m : L ⊗ L → L xác d̄i.nh bo.’ i

m(ei ⊗ ej) = mt
ijet.

Ánh xa. này trang bi. cho L mô.t cấu trúc d̄a. i số nếu và chı’ nếu nó có t́ınh kết

ho.. p, ngh̃ıa là:

m(m(ei ⊗ ej) ⊗ ek) = m(ei ⊗ m(ej ⊗ ek)),

vó.i mo. i i, j, k. D- ă’ ng thú.c này tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i

mt
ijm

`
tk = m`

itm
t
jk,

vó.i mo. i i, j, k, `. Nói cách khác, mỗi tenxo. m thoa’ mãn hê. thú.c trên d̄u.o.. c

d̄ò̂ng nhất vó.i mô. t cấu trúc d̄a. i số trên không gian vécto. L. Nó d̄u.o.. c go. i là

mô. t tenxo. cấu trúc d̄a. i số trên L.
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4 D- a. i số d̄ối xú.ng

Trong các cách d̄i.nh ngh̃ıa khác nhau cu’a khái niê.m tenxo. d̄ối xú.ng và d̄a. i số d̄ối

xú.ng, chúng ta cho.n cách không phu. thuô.c vào d̄ă.c số cu’a tru.̀o.ng K.

Ta vẫn gia’ su.’ L là mô. t không gian vécto. trên tru.̀o.ng K.

Go. i Aq là không gian vécto. con cu’a T q(L) := T q
0 (L) sinh bo.’ i các vécto. có da.ng

α1 ⊗ · · · ⊗ αq − ασ(1) ⊗ · · · ⊗ ασ(q),

trong d̄ó α1, ..., αq ∈ L, σ ∈ Sq (nhóm d̄ối xú.ng trên q phà̂n tu.’ ).

D- i.nh ngh̃ıa 4.1 Không gian thu.o.ng

Sq(L) := T q(L)/Aq

d̄u.o.. c go. i là luỹ thù.a d̄ối xú.ng cấp q cu’a L. Mỗi phà̂n tu.’ cu’a Sq(L) d̄u.o.. c go. i là mô. t

tenxo. d̄ối xú.ng trên L.

D- ê’ cho go.n, ta ký hiê.u L(q) := L × · · · ⊗ L (q là̂n).

D- i.nh ngh̃ıa 4.2 Gia’ su.’ M là mô. t K-không gian vécto.. Ánh xa. d̄a tuyến t́ınh

ψ : L(q) → M d̄u.o.. c go. i là d̄ối xú.ng nếu

ψ(α1, ..., αq) = ψ(ασ(1), ..., ασ(q)),

vó.i mo. i α1, ..., αq ∈ L, σ ∈ Sq.

Ho.. p thành cu’a ánh xa. d̄a tuyến t́ınh ch́ınh tắc

t = tq : L(q) → T q(L),

t(α1, ..., αq) = α1 ⊗ · · · ⊗ αq

và phép chiếu tuyến t́ınh π = πq : T q(L) → Sq(L) là ánh xa. d̄a tuyến t́ınh

ϕ = ϕq : L(q) → Sq(L),

ϕ(α1, ..., αq) = π(α1 ⊗ · · · ⊗ αq).
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Theo d̄i.nh ngh̃ıa cu’a luỹ thù.a d̄ối xú.ng Sq(L), ánh xa. ϕ có t́ınh d̄ối xú.ng.

Ho.n nũ.a, că.p (ϕ, Sq(L)) có t́ınh chất phô’ du. ng sau d̄ây: Vó.i mo. i ánh xa. d̄a

tuyến t́ınh d̄ối xú.ng ψ : L(q) → M trong d̄ó M là mô. t K-không gian vécto. bất kỳ,

tò̂n ta. i duy nhất mô. t ánh xa. tuyến t́ınh h : Sq(L) → M làm giao hoán biê’u d̄ò̂

L(q) - Sq(L)
ϕ

M ,

@
@

@
@R

ψ
¡

¡
¡

¡ª

h

tú.c là ψ = h ◦ ϕ.

Dẽ̂ kiê’m tra la. i rà̆ng A = ⊕∞
q=0Aq là mô. t id̄êan cu’a d̄a. i số T ∗(L) = ⊕∞

q=0T
q(L).

Do d̄ó,

S(L) := T ∗(L)/A = ⊕∞
q=0T

q(L)/Aq = ⊕∞
q=0S

q(L)

là mô. t d̄a. i số trên K.

D- i.nh ngh̃ıa 4.3 S(L) d̄u.o.. c go. i là d̄a. i số d̄ối xú.ng cu’a không gian vécto. L.

T́ıch cu’a hai phà̂n tu.’ x ∈ Sq(L) và y ∈ Sr(L) d̄u.o.. c ký hiê.u bo.’ i x · y, hoă.c d̄o.n

gia’n bo.’ i xy ∈ Sq+r(L).

Mê.nh d̄è̂ 4.4

ϕ(α1, ..., αq) · ϕ(αq+1, ..., αq+r) = ϕ(α1, ..., αq, αq+1, ..., αq+r),

vó.i mo. i α1, ..., αq, αq+1, ..., αq+r ∈ L.

Chú.ng minh: Go.i × : L(q) × L(r) → L(q+r) là ánh xa. tu.. nhiên

×((α1, ..., αq), (αq+1, ..., αq+r)) = (α1, ..., αq, αq+1, ..., αq+r).

Ta có biê’u d̄ò̂ giao hoán sau d̄ây:
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L(q) × L(r) -×
L(q+r)

?

tq×tr

?

tq+r

T q(L) × T r(L) -⊗
T q+r(L)

?

πq×πr

?

πq+r

Sq(L) × Sr(L) -·
Sq+r(L) ,

trong d̄ó “⊗” là t́ıch cu’a d̄a. i số T ∗(L), “·” là t́ıch cu’a d̄a. i số S(L). Nhu. thế

·(πq × πr)(tq × tr) = πq+rtq+r × .

Mô.t mă.t, ta có

·(πq × πr)(tq × tr)((α1, ..., αq), (αq+1, ..., αq+r))

= ·(πq × πr)(α1 ⊗ · · · ⊗ αq, αq+1 ⊗ · · · ⊗ αq+r)

= ·(ϕ(α1, ..., αq), ϕ(αq+1, ..., αq+r)

= ϕ(α1, ..., αq) · ϕ(αq+1, ..., αq+r).

Mă.t khác

πq+rtq+r × ((α1, ..., αq), (αq+1, ..., αq+r))

= πq+rtq+r(α1, ..., αq, αq+1, ..., αq+r)

= πq+r(α1 ⊗ · · · ⊗ αq ⊗ αq+1 ⊗ · · · ⊗ αq+r)

= ϕ(α1, ..., αq, αq+1, ..., αq+r).

Mê.nh d̄è̂ d̄u.o.. c chú.ng minh. 2

Hê. qua’ 4.5

ϕ(α1, ..., αq) := π(α1 ⊗ · · · ⊗ αq) = α1 · · ·αq,

vó.i mo. i α1, ..., αq ∈ L.

Chú.ng minh: Hê. qua’ d̄u.o.. c chú.ng minh bà̆ng quy na.p theo q.
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Vó.i q = 1, d̄ă’ ng thú.c ϕ(α1) := π(α1) = α1 d̄u.o.. c suy tru.. c tiếp tù. d̄i.nh ngh̃ıa

cu’a ϕ. Gia’ su.’ hê. qua’ d̄ã d̄u.o.. c chú.ng minh cho q − 1. Theo mê.nh d̄è̂ trên ta có

ϕ(α1, ..., αq) = ϕ(α1, ..., αq−1) · ϕ(αq)

= (α1 · · ·αq−1) · αq

= α1 · · ·αq.

Nhu. vâ.y, hê. qua’ cũng d̄úng d̄ối vó.i q. 2

Mê.nh d̄è̂ 4.6 xy = yx vó.i mo. i x ∈ Sq(L), y ∈ Sr(L).

Chú.ng minh: Tru.́o.c hết xét tru.̀o.ng ho.. p x = α ∈ S1(L) = L, y = β ∈ S1(L) = L.

Theo d̄i.nh ngh̃ıa, α ⊗ β − β ⊗ α ∈ A2. Do d̄ó

αβ − βα = ϕ((α, β) − (β, α)) = πt((α, β) − (β, α))

= π(α ⊗ β − β ⊗ α) = 0 ∈ S2(L).

D- ê’ chú.ng minh xy = yx ta chı’ cà̂n chú.ng to’ rà̆ng

(α1 · · ·αq)(β1 · · · βr) = (β1 · · · βr)(α1 · · ·αq),

vó.i mo. i α1, ..., αq, β1, ..., βr ∈ L. Theo Mê.nh d̄è̂ 4.4 và phà̂n d̄à̂u cu’a chú.ng minh

mê.nh d̄è̂ này, ta có thê’ tráo d̄ô’i thú. tu.. tù.ng αi vó.i tù.ng βj mà t́ıch không thay

d̄ô’i. Mê.nh d̄è̂ d̄u.o.. c chú.ng minh. 2

D- i.nh lý 4.7 Gia’ su.’ (e1, ..., en) là mô. t co. so.’ cu’a K-không gian vécto. L. Khi d̄ó hê.

vécto. sau d̄ây lâ. p nên mô. t co. so.’ cu’a không gian vécto. S(L):

(ei1
1 · · · ein

n : i1, ..., in ≥ 0).

Ho.n nũ.a, d̄a. i số S(L) d̄ă’ ng cấu vó.i d̄a. i số d̄a thú.c trên n phà̂n tu.’ e1, ..., en, ngh̃ıa

là S(L) ∼= K[e1, ..., en].
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Chú.ng minh: Go.i K[X1, ..., Xn] là d̄a. i số d̄a thú.c cu’a n â’n, và (K[X1, ..., Xn])q

là không gian con các d̄a thú.c thuà̂n nhất bâ.c q. Ta xét ánh xa. d̄a tuyến t́ınh

η : L(q) → (K[X1, ..., Xn])q xác d̄i.nh bo.’ i hê. thú.c η(ej1 , ..., ejq) = Xj1 · · ·Xjq . Vı̀ d̄a. i

số K[X1, ..., Xn] giao hoán, nên η d̄ối xú.ng. Do t́ınh phô’ du.ng cu’a S(q), tò̂n ta. i ánh

xa. tuyến t́ınh hq : S(q) → (K[X1, ..., Xn])q sao cho

hq(ej1 · · · ejq) = Xj1 · · ·Xjq .

Vı̀ các d̄a. i số S(L) và K[X1, ..., Xn] d̄è̂u giao hoán, nên hê. thú.c trên có thê’ viết la. i

thành

hq(e
i1
1 · · · ein

n ) = X i1
1 · · ·X in

n ,

trong d̄ó i1 + · · · + in = q.

hq là mô. t toàn cấu, bo.’ i v̀ı theo công thú.c trên mo. i d̄o.n thú.c bâ.c q cu’a các

biến X1, ..., Xn d̄è̂u thuô.c a’nh cu’a hq. Mă.t khác, theo Hê. qua’ 2.5 và Mê.nh d̄è̂ 4.6,

không gian S(q)(L) d̄u.o.. c sinh bo.’ i hê. vécto. (ei1
1 · · · ein

n : i1 + · · · + in = q). Do d̄ó,

dim S(q)(L) ≤ dim(K[X1, ..., Xn])q.Vı̀ thế, toàn cấu hq là mô. t d̄ă’ ng cấu.

Hê. qua’ là h = ⊕hq : S(L) → K[X1, ..., Xn] cũng là mô.t d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh.

Tù. Mê.nh d̄è̂ 4.4 suy ra rà̆ng h(xy) = h(x)h(y). Vâ.y h là mô. t d̄ă’ ng cấu d̄a. i số.

D- i.nh lý d̄u.o.. c chú.ng minh. 2

Mỗi ánh xa. tuyến t́ınh f : L → M ca’m sinh mô.t d̄ò̂ng cấu d̄a. i số S(f) : S(L) →

S(M). D- ó là tô’ng tru.. c tiếp cu’a các d̄ò̂ng cấu thành phà̂n Sq(f) : Sq(L) → Sq(M),

(0 ≤ q < ∞), d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau. Xét ánh xa. d̄a tuyến t́ınh d̄ối xú.ng

S̃q(f) : L(q) → Sq(M),

S̃q(f)(α1, ..., αq) = f(α1) · · · f(αq).

Do t́ınh phô’ du.ng cu’a Sq(L), tò̂n ta. i duy nhất ánh xa. tuyến t́ınh Sq(f) : Sq(L) →

Sq(M) sao cho S̃q(f) = Sq(f) ◦ ϕ, trong d̄ó ϕ : L(q) → Sq(L) là ánh xa. d̄a tuyến

t́ınh d̄ối xú.ng ch́ınh tắc. Ta thu d̄u.o.. c biê’u thú.c tu.̀o.ng minh cho Sq(f) :

Sq(f)(α1 · · ·αq) = Sq(f)(ϕ(α1, ..., αq)) = S̃q(f)(α1, ..., αq)
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= f(α1) · · · f(αq),

vó.i mo. i α1, ..., αq ∈ L.

Dẽ̂ dàng kiê’m tra la. i rà̆ng S(gf) = S(g)S(f), vó.i mo. i că.p ánh xa. tuyến t́ınh

f : L → M, g : M → N . Ho.n nũ.a S(idL) = idS(L).

Nhâ.n xét 4.8 Nếu Char(K) = 0, ngu.̀o.i ta có mô.t cách khác d̄ê’ d̄i.nh ngh̃ıa luỹ

thù.a d̄ối xú.ng Sq(L) nhu. sau.

Toán tu.’ d̄ối xú.ng hoá

S : T q(L) → T q(L)

là ánh xa. tuyến t́ınh d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa bo.’ i hê. thú.c

S(α1 ⊗ · · · ⊗ αq) :=
1

q!

∑
σ∈Sq

ασ(1) ⊗ · · · ⊗ ασ(q).

Vı̀ Char(K) = 0 cho nên q! kha’ nghi.ch trong tru.̀o.ng K, vó.i mo. i q ∈ N. Dẽ̂ dàng

chú.ng minh rà̆ng S2 = S. Xét không gian a’nh cu’a toán tu.’ thay phiên hoá

S̃q(L) := Im(S) ⊂ T q(L).

Nhu. vâ.y, x ∈ T q(L) là mô. t phà̂n tu.’ cu’a S̃q(L) nếu và chı’ nếu x = S(x).

Ngu.̀o.i ta chú.ng minh d̄u.o.. c rà̆ng, nếu Char(K) = 0 th̀ı phép ho.. p thành

S̃q(L) ⊂ T q(L)
π→ Sq(L) = T q(L)/Aq

là mô. t d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh. D- ă’ ng cấu này chuyê’n S(α1 ⊗· · ·⊗αq) thành α1 · · ·αq.

Do d̄ó, trong nhũ.ng l̃ınh vu.. c mà tru.̀o.ng K luôn luôn là tru.̀o.ng số thu.. c hoă.c

tru.̀o.ng số phú.c, ngu.̀o.i ta thu.̀o.ng dùng d̄i.nh ngh̃ıa sau d̄ây:

Sq(L) := Im(S) ⊂ T q(L),

α1 · · ·αq := S(α1 ⊗ · · · ⊗ αq).
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5 D- a. i số ngoài

Cũng giống nhu. o.’ tiết tru.́o.c, trong các cách d̄i.nh ngh̃ıa khác nhau cu’a khái niê.m

lũy thù.a ngoài và d̄a. i số ngoài, chúng ta cho.n cách không phu. thuô.c vào d̄ă. c số cu’a

tru.̀o.ng K.

Go. i Bq là không gian vécto. con cu’a T q(L) sinh bo.’ i các phà̂n tu.’ có da.ng α1 ⊗

· · · ⊗ αq trong d̄ó αi = αj vó.i các chı’ số i 6= j nào d̄ó.

D- i.nh ngh̃ıa 5.1 Không gian thu.o.ng

Λq(L) := T q(L)/Bq

d̄u.o.. c go. i là luỹ thù.a ngoài bâ.c q cu’a L.

D- i.nh ngh̃ıa 5.2 Gia’ su.’ M là mô. t K-không gian vécto.. Ánh xa. d̄a tuyến t́ınh

η : L(q) → M d̄u.o.. c go. i là thay phiên nếu

η(α1, ..., αq) = 0,

vó.i mo. i α1, ..., αq ∈ L trong d̄ó αi = αj vó.i các chı’ số i 6= j nào d̄ó.

Ho.. p thành cu’a ánh xa. d̄a tuyến t́ınh ch́ınh tắc

t = tq : L(q) → T q(L),

t(α1, ..., αq) = α1 ⊗ · · · ⊗ αq

và phép chiếu tuyến t́ınh π = πq : T q(L) → Λq(L) là ánh xa. d̄a tuyến t́ınh

ξ = ξq : L(q) → Λq(L),

ξ(α1, ..., αq) = π(α1 ⊗ · · · ⊗ αq).

Theo d̄i.nh ngh̃ıa cu’a luỹ thù.a ngoài, ξ là mô. t ánh xa. thay phiên.

Ho.n nũ.a, că.p (ξ, Λq(L)) có t́ınh phô’ du. ng sau d̄ây: Vó.i mo. i ánh xa. d̄a tuyến

t́ınh thay phiên η : L(q) → M , trong d̄ó M là mô. t K-không gian vécto. bất kỳ, tò̂n

ta. i duy nhất mô.t ánh xa. tuyến t́ınh h : Λq(L) → M làm giao hoán biê’u d̄ò̂
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L(q) - Λq(L)
ξ

M ,

@
@

@
@R

η
¡

¡
¡

¡ª

h

tú.c là η = h ◦ ξ.

Dẽ̂ thấy rà̆ng B = ⊕∞
q=0Bq là mô. t id̄êan cu’a d̄a. i số T ∗(L). Do d̄ó

Λ(L) := T ∗(L)/B = ⊕∞
q=0T

q(L)/Bq = ⊕∞
q=0Λ

q(L)

là mô. t d̄a. i số trên K.

D- i.nh ngh̃ıa 5.3 Λ(L) d̄u.o.. c go. i là d̄a. i số ngoài cu’a không gian vécto. L.

T́ıch trong Λ(L) cu’a ω ∈ Λq(L) và η ∈ Λr(L) d̄u.o.. c ký hiê.u là ω ∧ η ∈ Λq+r(L),

và d̄u.o.. c go. i là t́ıch ngoài cu’a ω và η.

Mê.nh d̄è̂ 5.4

ξ(α1, ..., αq) ∧ ξ(αq+1, ..., αq+r) = ξ(α1, ..., αq, αq+1, ..., αq+r),

vó.i mo. i α1, ..., αq, αq+1, ..., αq+r ∈ L.

Chú.ng minh: Go.i ∧ : Λq(L) × Λr(L) → Λq+r(L) là (ha.n chế cu’a) t́ıch trong d̄a. i

số Λ(L). Ta có biê’u d̄ò̂ giao hoán

L(q) × L(r) -×
L(q+r)

?

tq×tr

?

tq+r

T q(L) × T r(L) -⊗
T q+r(L)

?

πq×πr

?

πq+r

Λq(L) × Λr(L) -∧
Λq+r(L) ,
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Tù. d̄ó

∧(πq × πr)(tq × tr) = πq+rtq+r × .

Mô.t mă.t, ta có

∧(πq × πr)(tq × tr)((α1, ..., αq), (αq+1, ..., αq+r))

= ∧(πq × πr)(α1 ⊗ · · · ⊗ αq, αq+1 ⊗ · · · ⊗ αq+r)

= ∧(ξ(α1, ..., αq), ξ(αq+1, ..., αq+r))

= ξ(α1, ..., αq) ∧ ξ(αq+1, ..., αq+r).

Mă.t khác

πq+rtq+r × ((α1, ..., αq), (αq+1, ..., αq+r))

= πq+rtq+r(α1, ..., αq, αq+1, ..., αq+r)

= πq+r(α1 ⊗ · · · ⊗ αq ⊗ αq+1 ⊗ · · · ⊗ αq+r)

= ξ(α1, ..., αq, αq+1, ..., αq+r).

Mê.nh d̄è̂ d̄u.o.. c chú.ng minh. 2

Hê. qua’ 5.5

ξ(α1, ..., αq) := π(α1 ⊗ · · · ⊗ αq) = α1 ∧ · · · ∧ αq,

vó.i mo. i α1, ..., αq ∈ L.

Chú.ng minh: Hê. qua’ d̄u.o.. c chú.ng minh bà̆ng quy na.p theo q.

Vó.i q = 1, d̄ă’ ng thú.c ξ(α1) := π(α1) = α1 d̄u.o.. c suy tru.. c tiếp tù. d̄i.nh ngh̃ıa cu’a

ξ. Gia’ su.’ hê. qua’ d̄ã d̄u.o.. c chú.ng minh cho q − 1. Theo mê.nh d̄è̂ trên ta có

ξ(α1, ..., αq) = ξ(α1, ..., αq−1) ∧ ξ(αq)

= (α1 ∧ · · · ∧ αq−1) ∧ αq

= α1 ∧ · · · ∧ αq.

Nhu. thế, hê. qua’ cũng d̄úng d̄ối vó.i q. 2
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Mê.nh d̄è̂ 5.6 ω ∧ η = (−1)qrη ∧ ω vó.i mo. i ω ∈ Λq(L), η ∈ Λr(L).

Chú.ng minh: Tru.́o.c hết xét tru.̀o.ng ho.. p ω = α ∈ Λ1(L) = L, η = β ∈ Λ1(L) = L.

Ta sẽ chú.ng minh rà̆ng

α ∧ β = −β ∧ α,

Thâ.t vâ.y, theo d̄i.nh ngh̃ıa cu’a Λ2(L) ta có α ∧ α = β ∧ β = 0. Do d̄ó

0 = (α + β) ∧ (α + β) = α ∧ α + α ∧ β + β ∧ α + β ∧ β

= α ∧ β + β ∧ α.

D- ê’ chú.ng minh ω ∧ η = (−1)qrη ∧ ω ta chı’ cà̂n chú.ng to’ rà̆ng

(α1 ∧ · · · ∧ αq) ∧ (β1 ∧ · · · ∧ βr) = (−1)qr(β1 ∧ · · · ∧ βr) ∧ (α1 ∧ · · · ∧ αq),

vó.i mo. i α1, ..., αq, β1, ..., βr ∈ L. Theo Mê.nh d̄è̂ 5.4 và phà̂n d̄à̂u cu’a chú.ng minh

mê.nh d̄è̂ này, mỗi là̂n tráo d̄ô’i thú. tu.. tù.ng αi vó.i tù.ng βj d̄ú.ng sát nó th̀ı t́ıch ngoài

d̄ô’i dấu. D- ê’ biến d̄ô’i α1 ∧ · · · ∧ αq ∧ β1 ∧ · · · ∧ βr thành β1 ∧ · · · ∧ βr ∧ α1 ∧ · · · ∧ αq

ta cà̂n thu.. c hiê.n qr là̂n tráo d̄ô’i nhu. thế. Mê.nh d̄è̂ d̄u.o.. c chú.ng minh. 2

Mô.t hê. qua’ hiê’n nhiên cu’a mê.nh d̄è̂ trên là

ασ(1) ∧ · · · ∧ ασ(q) = sgn(σ)α1 ∧ · · · ∧ αq,

vó.i mo. i α1, ..., αq ∈ L, σ ∈ Sq. Trên co. so.’ d̄ó, ta có d̄i.nh lý sau d̄ây.

D- i.nh lý 5.7 (i) Λq(L) = 0 vó.i mo. i q > n = dimK L.

(ii) Gia’ su.’ (e1, ..., en) là mô. t co. so.’ cu’a không gian vécto. L. Khi d̄ó, vó.i 0 ≤ q ≤ n,

hê. vécto. sau d̄ây lâ. p thành mô. t co. so.’ cu’a không gian vécto. Λq(L):

(ei1 ∧ · · · ∧ eiq : 1 ≤ i1 < · · · < iq ≤ n).

Nói riêng, dimK Λq(L) =

 n

q

.
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Chú.ng minh: Do t́ınh d̄a tuyến t́ınh cu’a t́ıch ∧, không gian vécto. Λq(L) d̄u.o.. c

sinh bo.’ i các vécto. ei1 ∧ · · · ∧ eiq , vó.i 1 ≤ i1, ..., iq ≤ n.

(i) Nếu q > n th̀ı trong mỗi phà̂n tu.’ nhu. vâ.y có ı́t nhất hai chı’ số nào d̄ó bà̆ng

nhau: is = it vó.i s 6= t. Vı̀ thế, tất ca’ các phà̂n tu.’ nói trên d̄è̂u bà̆ng 0. Do d̄ó

Λq(L) = 0.

(ii) Nếu q = n, theo lý thuyết d̄i.nh thú.c, có duy nhất mô.t ánh xa. d̄a tuyến t́ınh,

thay phiên det : L(q) → K sao cho det(e1, ..., en) = 1. Do d̄ó, tò̂n ta. i duy nhất ánh

xa. tuyến t́ınh

det : Λq(L) → K

sao cho det(e1 ∧ · · · ∧ en) = 1. Tù. d̄ó suy ra hê. chı’ gò̂m mô.t vécto. e1 ∧ · · · ∧ en là

mô. t co.’ so.’ cu’a không gian vécto. Λq(L). Nhu. thế dim Λq(L) = 1.

Bây giò. xét tru.̀o.ng ho.. p 1 ≤ q ≤ n. Gia’ su.’ có mô.t ràng buô.c tuyến t́ınh

∑
(i)

a(i)ei1 ∧ · · · ∧ eiq = 0,

trong d̄ó (i) = (i1, ..., iq), 1 ≤ i1 < · · · < iq ≤ n, a(i) ∈ K. Vó.i mỗi bô. chı’

số cố d̄i.nh (j) = (j1, ..., jq) thoã mãn j1 < · · · < jq, ta cho.n jq+1, ..., jn sao cho

(j1, ..., jq, jq+1, ..., jn) là mô. t hoán vi. nào d̄ó cu’a (1, 2, ..., n). Nhân ngoài hai vế cu’a

d̄ă’ ng thú.c trên vó.i ejq+1 ∧ · · · ∧ ejn ta thu d̄u.o.. c mô. t tô’ng vó.i hà̂u hết các số ha.ng

ei1 ∧ · · · ∧ eiq ∧ ejq+1 ∧ · · · ∧ ejn bà̆ng 0, v̀ı có các chı’ số trùng lă.p, loa. i trù. mô. t số

ha.ng duy nhất vó.i các chı’ số không trùng lă.p

a(j)ej1 ∧ · · · ∧ ejq ∧ ejq+1 ∧ · · · ∧ ejn = 0.

Hay là ±a(j)e1 ∧ · · · ∧ en = 0. Do d̄ó a(j) = 0.

Nhu. vâ.y, hê. vécto. (ei1 ∧ · · · ∧ eiq : 1 ≤ i1 < · · · < iq ≤ n) d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh

trong Λq(L). D- i.nh lý d̄u.o.. c chú.ng minh. 2

Mỗi ánh xa. tuyến t́ınh f : L → M ca’m sinh mô.t d̄ò̂ng cấu d̄a. i số Λ(f) : Λ(L) →

Λ(M). D- ó là tô’ng tru.. c tiếp cu’a các d̄ò̂ng cấu thành phà̂n Λq(f) : Λq(L) → Λq(M),
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(0 ≤ q < ∞), d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau. Xét ánh xa. d̄a tuyến t́ınh thay phiên

Λ̃q(f) : L(q) → Λq(M),

Λ̃q(f)(α1, ..., αq) = f(α1) ∧ · · · ∧ f(αq).

Do t́ınh phô’ du.ng cu’a Λq(L), tò̂n ta. i duy nhất ánh xa. tuyến t́ınh Λq(f) : Λq(L) →

Λq(M) sao cho Λ̃q(f) = Λq(f) ◦ ξ, trong d̄ó ξ : L(q) → Λq(L) là ánh xa. d̄a tuyến

t́ınh thay phiên ch́ınh tắc. Ta thu d̄u.o.. c biê’u thú.c tu.̀o.ng minh cho Λq(f) :

Λq(f)(α1 ∧ · · · ∧ αq) = Λq(f)(ξ(α1, ..., αq))

= Λ̃q(f)(α1, ..., αq)

= f(α1) ∧ · · · ∧ f(αq),

vó.i mo. i α1, ..., αq ∈ L.

Dẽ̂ kiê’m tra la. i rà̆ng Λ(gf) = Λ(g)Λ(f), vó.i mo. i că.p ánh xa. tuyến t́ınh f : L →

M, g : M → N . Ho.n nũ.a Λ(idL) = idΛ(L).

Nhâ.n xét 5.8 Nếu Char(K) = 0, ngu.̀o.i ta có mô.t cách khác d̄ê’ d̄i.nh ngh̃ıa luỹ

thù.a ngoài Λq(L) nhu. tr̀ınh bày du.́o.i d̄ây. Cách này thu.̀o.ng d̄u.o.. c các nhà gia’ i t́ıch

và h̀ınh ho.c vi phân u.a dùng.

Toán tu.’ thay phiên hoá

Alt : T q(L) → T q(L)

là ánh xa. tuyến t́ınh d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa bo.’ i hê. thú.c

Alt(α1 ⊗ · · · ⊗ αq) :=
1

q!

∑
σ∈Sq

(sgnσ)ασ(1) ⊗ · · · ⊗ ασ(q).

D- iè̂u kiê.n Char(K) = 0 d̄a’m ba’o cho q! kha’ nghi.ch trong tru.̀o.ng K. Dẽ̂ dàng thu.’

la. i rà̆ng Alt2 = Alt. Xét không gian a’nh cu’a toán tu.’ thay phiên hoá

Λ̃q(L) := Im(Alt) ⊂ T q(L).
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Nhu. thế, ω ∈ T q(L) là mô. t phà̂n tu.’ cu’a Λ̃q(L) nếu và chı’ nếu ω = Alt(ω).

Ngu.̀o.i ta chú.ng minh d̄u.o.. c rà̆ng, nếu Char(K) = 0 th̀ı phép ho.. p thành

Λ̃q(L) ⊂ T q(L)
π→ Λq(L) = T q(L)/Bq

là mô. t d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh. D- ă’ ng cấu này chuyê’n Alt(α1 ⊗ · · · ⊗ αq) thành α1 ∧

· · · ∧ αq.

Vı̀ thế, trong Gia’ i t́ıch hoă.c Hı̀nh ho.c vi phân (là l̃ınh vu.. c mà tru.̀o.ng K luôn

luôn là R hoă.c C), ngu.̀o.i ta thu.̀o.ng dùng d̄i.nh ngh̃ıa sau d̄ây:

Λq(L) := Im(Alt) ⊂ T q(L),

α1 ∧ · · · ∧ αq := Alt(α1 ⊗ · · · ⊗ αq).

D- i.nh ngh̃ıa 5.9 Go.i L∗ là không gian d̄ối ngẫu cu’a L. Khi d̄ó mỗi phà̂n tu.’ cu’a

Λq(L∗) d̄u.o.. c go. i là mô. t q-da. ng (ngoài) trên L.

Mê.nh d̄è̂ sau d̄ây gia’ i th́ıch cấu trúc cu’a không gian các q-da.ng ngoài.

Mê.nh d̄è̂ 5.10 Nếu L là mô. t K-không gian vécto. hũ.u ha. n chiè̂u th̀ı

Λq(L∗) ∼= Λq(L)∗,

trong d̄ó vế pha’i là không gian d̄ối ngẫu cu’a Λq(L).

Chú.ng minh: Nhâ.n xét rà̆ng ánh xa.

Lq × (L∗)q → K

((α1, ..., αq), (ϕ1, ..., ϕq) 7→ det(〈αi, ϕj〉)

là d̄a tuyến t́ınh thay phiên d̄ối vó.i các biến α1, ..., αq, d̄ò̂ng thò.i cũng d̄a tuyến

t́ınh thay phiên d̄ối vó.i các biến ϕ1, ..., ϕq. (O’ d̄ây 〈αi, ϕj〉 là giá tri. cu’a ϕj trên

vécto. αi.) Vı̀ thế, nó ca’m sinh ánh xa. song tuyến t́ınh

Λq(L) × Λq(L∗) → K

(α1 ∧ · · · ∧ αq, ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕq) 7→ det(〈αi, ϕj〉).
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Ánh xa. này cho phép xem mỗi phà̂n tu.’ cu’a Λq(L∗) nhu. mô.t da.ng tuyến t́ınh trên

Λq(L), tú.c là nhu. mô.t phà̂n tu.’ cu’a Λq(L)∗.

Go. i e1, ..., en là mô. t co. so.’ cu’a L và e1, ..., en là co. so.’ d̄ối ngẫu cu’a L∗. Su.’ du.ng

phép d̄ò̂ng nhất nói trên ta thấy co. so.’ (ej1 ∧ · · · ∧ ejq | j1 < · · · < jq) ch́ınh là d̄ối

ngẫu cu’a co. so.’ (ei1 ∧ · · · ∧ eiq | i1 < · · · < iq). Thâ. t vâ.y,

(ei1 ∧ · · · ∧ eiq , e
j1 ∧ · · · ∧ ejq) 7→ det(〈eik , e

j`〉).

Vế pha’i bà̆ng 1 khi và chı’ khi i1 = j1, ..., iq = jq và bà̆ng 0 trong các tru.̀o.ng ho.. p

khác. Nhu. thế Λq(L∗) ∼= Λq(L)∗. 2

Vı́ du. 5.11 Xét không gian vécto. thu.. c L = Rn vó.i co. so.’ ch́ınh tắc (e1, ..., en):

e1 = (1, 0, ..., 0)t,

e2 = (0, 1, ..., 0)t,

. . ................

en = (0, 0, ..., 1)t.

Go.i (dx1, ..., dxn) là co. so.’ d̄ối ngẫu cu’a (Rn)∗ d̄u.o.. c xác d̄i.nh bo.’ i hê. d̄iè̂u kiê.n sau

dxi(ej) = δi
j, (1 ≤ i, j ≤ n).

(Cách ký hiê.u này có co. so.’ tù. Lý thuyết vi phân cu’a hàm nhiè̂u biến.)

Ta xét không gian Λq(Rn∗) ∼= Λq(Rn)∗ các q-da.ng trên Rn. Nó có mô.t co. so.’ là

hê. vécto. sau d̄ây

(dxi1 ∧ · · · ∧ dxiq |1 ≤ i1 < ... < iq ≤ n).

Mỗi vécto. ω ∈ Λq(Rn∗) có biê’u thi. tuyến t́ınh duy nhất qua co. so.’ d̄ó:

ω =
∑

1≤i1<...<iq≤n

ai1,...,iqdxi1 ∧ · · · ∧ dxiq ,

o.’ d̄ây ai1,...,iq ∈ R.

Tru.̀o.ng ho.. p d̄ă.c biê.t khi q = n, không gian Λn(Rn∗) có số chiè̂u bà̆ng 1, vó.i co.

so.’ gò̂m phà̂n tu.’ duy nhất

dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn.
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Theo d̄ă’ ng cấu ch́ınh tắc Λn(Rn∗) ∼= Λn(Rn)∗ nêu trong chú.ng minh Mê.nh d̄è̂ 5.10,

n-da.ng dx1 ∧ · · · ∧ dxn d̄u.o.. c d̄ò̂ng nhất vó.i ánh xa. tuyến t́ınh Λn(Rn) → R xác

d̄i.nh bo.’ i d̄iè̂u kiê.n chuâ’n hoá

(dx1 ∧ · · · ∧ dxn)(e1 ∧ · · · ∧ en) = det(dxj(ei)) = 1.

Ta d̄i.nh ngh̃ıa ánh xa. d̄a tuyến t́ınh thay phiên duy nhất (Rn)(n) → R, cũng d̄u.o.. c

ký hiê.u là dx1 ∧ · · · ∧ dxn, bà̆ng công thú.c sau d̄ây

(dx1 ∧ · · · ∧ dxn)(α1, ..., αn) = (dx1 ∧ · · · ∧ dxn)(α1 ∧ · · · ∧ αn).

Theo lý thuyết d̄i.nh thú.c

dx1 ∧ · · · ∧ dxn = det .

Thâ.t vâ.y, ca’ hai vế d̄è̂u là ánh xa. d̄a tuyến t́ınh thay phiên duy nhất (Rn)(n) → R

thoa’ mãn d̄iè̂u kiê.n chuâ’n hoá.

Do t́ınh d̄a tuyến t́ınh thay phiên, mỗi phà̂n tu.’ ω ∈ Λn(Rn)∗ có thê’ xem nhu.

mô.t thu.́o.c d̄o thê’ t́ıch d̄i.nh hu.́o.ng n chiè̂u trên Rn mà giá tri. ω(α1 ∧ · · · ∧ αn) là

thê’ t́ıch cu’a h̀ınh hô.p n chiè̂u có hu.́o.ng tu.. a trên các vécto. α1, ..., αn.

Gia’ su.’ U là mô. t tâ.p mo.’ trong Rn. Mỗi hàm kha’ vi vô ha.n tù. U vào Λq(Rn)∗

d̄u.o.. c go. i là mô. t q-da. ng vi phân trên U . Nhu. thế, mỗi q-da.ng vi phân trên U d̄u.o.. c

biê’u thi. duy nhất du.́o.i da.ng

ω(x) =
∑

1≤i1<...<iq≤n

ai1,...,iq(x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxiq ,

trong d̄ó ai1,...,iq(x) là các hàm kha’ vi vô ha.n theo biến x ∈ U .

Không gian các q-da.ng vi phân trên U du.o.. c ký hiê.u là Ωq(U). Nói cách khác

Ωq(U) = C∞(U, Λq(Rn)∗).
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Bài tâ.p

1. Chú.ng minh chi tiết các khă’ ng d̄i.nh vè̂ t́ıch tenxo. trong các Vı́ du. 2.6, 2.7 và

2.8.

2. Cho e1, ..., en là mô. t co. so.’ cu’a L và e1, ..., en là co. so.’ d̄ối ngẫu cu’a L∗. Mỗi

tenxo. kiê’u (1, 1) có da.ng toa. d̄ô. nhu. sau

f = ai
je

j ⊗ ei.

Go.i A = (ai
j) là ma trâ.n vó.i phà̂n tu.’ ai

j nà̆m o.’ hàng i cô. t j. Hãy t̀ım công

thú.c mô ta’ su.. thay d̄ô’i cu’a A khi d̄ô’i co. so.’ .

3. Vó.i gia’ thiết nhu. bài trên, mỗi tenxo. kiê’u (2, 0) có da.ng toa. d̄ô. nhu. sau

g = gije
i ⊗ ej

Go.i G = (gij) là ma trâ.n vó.i phà̂n tu.’ gij nà̆m o.’ hàng i cô. t j. Hãy t̀ım công

thú.c mô ta’ su.. thay d̄ô’i cu’a G khi d̄ô’i co. so.’ .

4. Gia’ i quyết vấn d̄è̂ tu.o.ng tu.. vó.i bài tâ.p trên cho các tenxo. kiê’u (0, 2).

5. Gia’ su.’ tenxo. hai là̂n thuâ.n biến g có ma trâ.n G = (gij) trong co. so.’ (e1, ..., en)

là mô. t ma trâ.n kha’ nghi.ch. Xét tenxo. hai là̂n pha’n biến g−1 xác d̄i.nh nhu.

sau g−1 = gijei ⊗ ej, trong d̄ó gij là phà̂n tu.’ cu’a ma trâ.n G−1. Chú.ng minh

rà̆ng ma trâ.n cu’a hai tenxo. nói trên trong hai co. so.’ d̄ối ngẫu bất kỳ d̄è̂u là

các ma trâ.n nghi.ch d̄a’o cu’a nhau.

6. Cho tu.. d̄ò̂ng cấu f : L → L cu’a K-không gian vécto. hũ.u ha.n chiè̂u L. Hãy

diẽ̂n d̄a.t hàm F : L×L∗ → K xác d̄i.nh bo.’ i công thú.c F (α, `) = `(f(α)) nhu.

mô.t tenxo.. So sánh các toa. d̄ô. cu’a tenxo. này trong mô.t co. so.’ vó.i ma trâ.n

cu’a f trong cùng co. so.’ ấy.

7. T̀ım số chiè̂u cu’a t́ıch d̄ối xú.ng Sq(L) biết rà̆ng dim L = n.
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8. Gia’ su.’ f : L → L là mô. t tu.. d̄ò̂ng cấu cu’a không gian vécto. n chiè̂u L. Khi d̄ó

Λn(f) : Λn(L) → Λn(L) là phép nhân vó.i mô. t vô hu.́o.ng. Chú.ng minh rà̆ng

Λn(f) = det(f).

9. Gia’ su.’ L là mô. t không gian vécto. n chiè̂u trên tru.̀o.ng K và f : L → L là mô. t

tu.. d̄ò̂ng cấu. Go. i αr(f) = TrΛr(f) là vết cu’a tu.. d̄ò̂ng cấu Λr(f) : Λr(L) →

Λr(L) (xem bài tâ.p 40 Chu.o.ng II). Chú.ng minh rà̆ng

det(id + f) =
∑
r≥0

αr(f).

Nói riêng, ta có α0(f) = 1, α1(f) = Tr(f), αn(f) = det(f), αr(f) = 0 (vó.i

r > n). Hãy diẽ̂n d̄a. t αr(f) theo các hê. số cu’a d̄a thú.c d̄ă. c tru.ng cu’a f .

10. Gia’ su.’ f : L → M là mô. t d̄ò̂ng cấu giũ.a các không gian vécto. hũ.u ha.n chiè̂u

trên tru.̀o.ng K. Su.’ du.ng phép d̄ối ngẫu trong chú.ng minh Mê.nh d̄è̂ 5.10 giũ.a

các không gian Λr(L), Λr(M) và Λr(L∗), Λr(M∗), hãy chú.ng minh rà̆ng d̄ò̂ng

cấu Λr(f ∗) : Λr(M∗) → Λr(L∗) là d̄ối ngẫu cu’a d̄ò̂ng cấu Λr(f) : Λr(L) →

Λr(M).
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